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次の [1]，[2]，[3] の全問に解答せよ．

[1] nを自然数とする．xを変数とする実数係数の n次以下の多項式全体がなす実線形空間を

Vn = {f(x) | f(x)は n次以下の実数係数多項式 }

で表し，Wn を定数項が０である多項式がなす Vn の部分集合とする．

αを実数とする．以下の問に答えよ．

(1) Wn は Vn の線形部分空間であることを示せ.

(2) f(x) ∈ Vn に対して，
f(x) − f(α)

x − α

が多項式であることを証明せよ．

(3) f(x) ∈ Vn に対し，F (f(x))を

F (f(x)) = x
f(x) − f(α)

x − α

で定める．F が Vn から Vn への線形写像であることを示せ．

以下では，n = 3とする．

(4) F (x3)を求めよ．

(5) V3 の基底として {x3, x2, x, 1}を取ったときの，F の表現行列 Aを求めよ．

(6) Aが正則でないことを示せ．

(7) Aのジョルダン標準形を求めよ．（基底変換行列は求めなくて良い．）

(8) F をW3 に制限したものを Gとするとき，

G = (I − αN)−1

を満たすようなべき零写像 N : W3 → W3 が存在することを示せ．ここで，I はW3 上の恒等

変換を表す．
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[2] 実平面 R2 上の非負関数 f を

f(x, y) =

(x2 + y2)(1 − x2 − y2) ((x, y) ∈ D のとき)

0 ((x, y) /∈ D のとき)

により定める．ただし，D = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 < 1}とする．以下の問に答えよ．

(1) R2 上の関数 g(x, y)が点 (x0, y0)において偏微分可能であることの定義を述べよ．

(2) 領域 D において関数 f(x, y)の偏導関数 fx(x, y), fy(x, y)を求めよ．

(3) 点 ( 1√
2
, 1√

2
)において f(x, y)は偏微分可能かどうか調べよ．

(4) 関数 h(x, y) = f(x, y)2 は R2 において C1 級（連続的微分可能）であることを示せ．

(5) f(x, y)を極座標を用いて表し，R2 における最大値および最大値を取る点全体のなす集合を求

めよ．

(6) pを実定数とする．極座標を利用して，重積分
∫∫

D

f(x, y)pdxdyを１変数の積分に書き換えよ．

(7) 重積分
∫∫

D

f(x, y)pdxdyが収束するような実数 pの範囲を求めよ．

(8) 自然数 nに対して fn(x, y) = n2f(nx, ny)とおく．重積分
∫∫

R2
fn(x, y)dxdyの値を計算せよ．

(9) 前問で定義された R2 上の関数列 {fn}n=1,2,... は n → ∞のとき，各点ごとには 0に収束する
ことを示せ．さらに，この収束は R2 において一様でないことを示せ．
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[3] I0 を閉区間 [0, 1] とする．I0 を３等分して中央の開区間を除いて得られる集合を I1 とする．す

なわち，

I1 = [0, 1/3] ∪ [2/3, 3/3]

次に，I2 を I1 に現れる２つの区間それぞれを３等分して中央の開区間を除いて得られる集合とす

る．すなわち，

I2 = ([0, 1/9] ∪ [2/9, 3/9]) ∪ ([6/9, 7/9] ∪ [8/9, 9/9])

帰納的に In+1 を In に現れる 2n 個の区間それぞれを３等分して中央の開区間を除いて得られる集

合とする．

次の問に答えよ．

(1) 閉区間 [a, b] (a < b) は実数直線 Rの閉部分集合であることを示せ．

(2) n > 0 に対し In が閉部分集合であるかどうか，理由を付して答えよ．

(3) I∞ =
∩
n≥0

In が閉部分集合であるかどうか，理由を付して答えよ．

(4) 位相空間 X の部分集合 A が連結であることの定義を述べよ．

(位相空間の定義を知らないときは，X は距離空間としてよい．)

(5) I0 が実数直線 Rの連結部分集合であることを示せ．

(6) n > 0 に対し In が連結であるかどうか，理由を付して答えよ．

(7) x ∈ I∞ に対し， x を含む I∞ の連結部分集合は {x} に限ることを示せ．

(8) I∞ 上の連続関数は最大値を持つことを示せ．
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