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次の [1]，[2]，[3] の全問に解答せよ．

[ 1 ]

２つの変数 x, yに対して, 複素線形空間 V =
{
ax3 + by3 + cx2y + dxy2 | a, b, c, d ∈ C

}
を考える.

次の問いに答えよ．

(1) V の次元を求めよ（答えだけでよい).

(2) g = g(x, y) = x3 + y3, h = h(x, y) = x2y + xy2 とおく. W = {sg + th | s, t ∈ C} は V の部分

空間となることを示せ．また, {g, h}はW の基底となることを示せ.

(3) W の元 f = f(x, y)に対し ϕ(f)を ϕ(f) = y
∂f

∂x
+ x

∂f

∂y
と定義する. ϕはW からW への線形

写像を定めることを示せ.

(4) 基底 {g, h}に関する ϕの行列表示 Aを求めよ.

(5) ϕの固有値と固有ベクトルを求めよ.
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[ 2 ]

関数 f(x, y)は R2上の C2級の関数とする. ただし関数が R2上で C2級であるとは, 2階までの偏
導関数が全て存在してしかもそれらが全て連続関数になることをいう. 次の問いに答えよ.

(1) 関数 f(x, y)が点 (x, y) = (0, 0)で極小値を取るとはどういうことか. 定義を述べよ.

(2) f(x, y)が点 (x, y) = (0, 0)で極小値を取るならば, f(x, 0)を xの関数と見たときに f(x, 0)は
x = 0で極小値を取ることを示せ.

(3)
∂f

∂x
(0, 0) = 0かつ

∂2f

∂x2
(0, 0) > 0であると仮定する. このとき f(x, 0)を xの関数と見ると,

f(x, 0)は x = 0で極小値を取ることを証明せよ. 必要なら平均値の定理を使っても良い.

(4) aは正の実数とし, h(x, y) = x2 + axy + y2 とおく. 閉集合

D = {(x, y) ∈ R2| − 1 ≤ x ≤ 1,−3 ≤ y ≤ 3}

での h(x, y)の最小値を求めよ.

(5) 小問 (4)の aと h(x, y)とDについて,
∫∫

D
xyh(x, y)dxdyを求めよ.

(6) R2 上の C2 級関数 F (x, y)が次の条件 (∗)を満たすとする.

(∗) 原点を通る任意の直線 L : αx + βy = 0, (α, β) ̸= (0, 0), に対し, 関数 F (x, y)の Lへの制

限は点 (0, 0)で極小値を取る.

このとき F (x, y)は (0, 0)で極小値を取るか. 極小値を取るならばそれを証明し, そうでなけれ
ば反例を挙げよ.
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[ 3 ]

直線 Rおよびユークリッド平面 R2 を通常のユークリッド距離によって距離空間とみなす. 写像
f : R2 → Rを f(x, y) = xにより定義する. 次の問いに答えよ.

(1) 一般に dを距離とする距離空間X における開集合の定義を述べよ.

(2) 一般に X,Y が位相空間であるとき, 写像 g : X → Y が連続であることの定義を述べよ.

(3) 写像 f が連続であることを小問 (1), (2) の定義に従って証明せよ.

(4) U ⊂ R2 が開集合なら, f(U)も Rの開集合であることを示せ.

(5) 閉集合 C ⊂ R2 で, f(C)が Rの閉集合にならない例を挙げよ. C が閉集合である理由, また
f(C)が閉集合にならない理由は説明しなくても良い.

(6) 閉集合の定義は, 補集合が開集合であることとする. 距離空間X の部分集合Aが閉集合になる

ための必要十分条件は, 次の条件 (∗)を満たすことである. 閉集合の定義に基づいてこれを示せ.

(∗) A内の無限点列 x1, x2, . . .がX 内の点 x∞ に収束するなら, x∞ は Aの点になる.

(7) A ⊂ R2 が有界閉集合なら, f(A)も有界閉集合になることを示せ. 必要なら「R内の任意の有
界数列 y1, y2, . . .は収束部分列を持つ」 という事実を用いても構わない.
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