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次の [1]，[2]，[3] の全問に解答せよ．

[ 1 ] 各 3× 3 実行列 A，自然数 n について，3× 3 実行列 Sn(A) を

Sn(A) :=

n∑
k=0

1

k!
Ak

と定める．また各 3× 3 実行列 A について，3× 3 実行列 eA を

eA := lim
n→∞

Sn(A)

と定める．ただし lim
n→∞

Sn(A) は行列 Sn(A) の各成分についてそれぞれ n → ∞ で極限をとって得

られる行列とする．

以下，

B =

2 −1 1

1 0 1

0 0 2


とし，B のジョルダン標準形を J とおく．

以下の問いに答えよ．

(1) B の行列式と固有値を求めよ．

(2) B のジョルダン標準形 J を求めよ．また正則行列 P であって J = P−1BP となるものを一つ

求め，その逆行列 P−1 も求めよ．

(3) 任意の自然数 n について以下の等式が成り立つことを示せ．(
1 1

0 1

)n

=

(
1 n

0 1

)
.

(4) 行列 eJ を求めよ．

(5) 正則行列 P が J = P−1BP を満たすとき，

eB = PeJP−1

となることを示せ．

(6) 行列 eB を求めよ．
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[ 2 ] 次の (A)，(B)，(C) のすべての問に答えよ．

(A) 以下の問に答えよ．

(1) 広義積分
∫
R
e−x2

dx の値を求めよ．

(2) 広義 2重積分
∫∫

R2

e−x2+6xy−10y2

dxdy の値を求めよ．

(B) 以下の問に答えよ．

(1) f(x), g(x) は [0,∞) 上の実数値連続関数とする．広義積分∫ ∞

0

f(x)2dx,

∫ ∞

0

g(x)2dx

が収束するとき，以下の広義積分も収束することを示せ．∫ ∞

0

(f(x) + g(x))2dx

(2) 区間 [0, 1] 上の連続関数列 {fn} が，[0, 1] 上で連続関数 g に一様収束するならば

lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x)dx =

∫ 1

0

g(x)dx

が成り立つことを示せ．

(C) 以下の問に答えよ．

(1)

∞∑
n=1

1

n
√
n
が収束することを示せ．

(2) 実数列 {an}∞n=1 は，|an+1 − an| ≤
1

n
√
n

(n ∈ N) を満たすとする．このとき，{an}∞n=1 が

収束することを示せ．
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[ 3 ] 次の (I), (II)のいずれかの問に答えよ．

(I) 次の (A), (B)，(C)のすべての問に答えよ．

(A) X，Y を集合とし，f : X → Y を写像とする．X の部分集合 A，B について，f(A∪B) =

f(A) ∪ f(B) が成り立つか否か判定し，理由とともに答えよ．

(B) X，Y を集合とし，f : X → Y を写像とする．Y には開集合系 OY による位相が入って

いるとし，

OX := {A ⊂ X | A = f−1(O), O ∈ OY }

とする．以下の問に答えよ．

(1) OX が X の開集合系の公理を満たすことを示せ．

(2) f が全射とする．Y がコンパクトなら (X,OX) がコンパクトと言えるかどうか判定

し，理由とともに答えよ．

(3) f が単射とする．Y がハウスドルフなら (X,OX) がハウスドルフと言えるかどうか

判定し，理由とともに答えよ．

(C) X を位相空間とする．以下の問に答えよ．

(1) X の開部分集合 O と任意の部分集合 S に対し，O ∩S ⊂ O ∩ S が言えるかどうか判

定し，理由とともに答えよ．

(2) X の部分集合 A が任意の部分集合 S に対し，A∩ S ⊂ A ∩ S を満たすとする．この

とき，A が開集合であるかどうか判定し，理由とともに答えよ．
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(II) 次の (A), (B)のすべての問に答えよ．

(A) 以下の問に答えよ．

(1) 確率変数 X と Y は独立で，共に (0, 1) 上の一様分布に従うとする．このとき，

min{X,Y } の確率密度関数を求めよ．
(2) 確率変数 X と Y は独立で，共に確率密度関数 (2π)−1/2e−x2/2 (x ∈ R) を持つ標準
正規分布 N(0, 1) に従うとする．このとき，条件付き期待値 E(X +Y |X ≤ 0) の値を

求めよ．

(B) 確率変数 X が，分布関数

FX(x) =

1− x−γ (x ≥ 1)

0 (x < 1)

をもつ確率分布に従うとする．ただし，γ > 2 とする．以下の問に答えよ．

(1) X の確率密度関数 fX(x) を求めよ．

(2) X の期待値 E(X) と分散 Var(X) を求めよ．

(3) Y = (γ − 1)X − γ とおくとき，Y の分布関数 FY (y) を求めよ．

(4) γ → ∞ のとき，(3) で定めた Y はある確率変数 Z に分布収束する．Z の分布関数

FZ(z) を求めよ．
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