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第 I 部　 ζ 関数の解析的性質

Riemann ζ 関数

ζ(s) =
∞∑

n=1

n−s

は、s の実部が 1 より大きい複素数上で定義される解析関数であり、整数論だけでなく数学において最も
重要な関数である。ζ(s) は s = 1 に 1 位の極を持つ全平面上の有理型関数に解析接続され、関数等式を持
ち、素数の分布と密接な関係を持つ。それらの性質を解説するのが第 I 部の目的である。
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1. Riemann ゼータ関数と Dirichlet L 関数

1.1. Riemann ゼータ関数. この章と次の章で、Riemann ゼータ関数の解析関数としての基本的性質であ
る次の定理を証明する。さらに、特殊値や零点、素数定理等を第 I 部で扱う。

定理 1.

Riemann ζ 関数 ζ(s) =
∞∑

n=1

n−s に関して次が成り立つ。

(1) ζ(s) は、Re(s) > 1 で絶対収束する正則関数で、Euler 積表示

ζ(s) =
∏

p:素数
(1− p−s)−1

をもつ。特に、ζ(s) は Re(s) > 1 で零点を持たない。
(2) ζ(s) は、全平面に有理型関数として解析接続し、s = 1 にのみ位数 1 で、留数 1 の極を持つ。
(3) ξ(s) = π−s/2Γ(s/2)ζ(s) とおくと、関数等式

ξ(s) = ξ(1− s)

をもつ。ここで、Γ(s) は Γ 関数を表す。

1.2. Dirichlet 指標. Dirichlet 指標を導入する。

定義 2.

(1) N を正の整数とする。写像 χ : Z → C で次の条件を満たすものを、導手 N の Dirichlet 指
標という。ただし、(a, b) で a と b の最大公約数を表す。
(i) m ≡ n (modN) ⇒ χ(m) = χ(n)
(ii) χ(m) 6= 0 ⇔ (m,N) = 1
(iii) χ(mn) = χ(m)χ(n)

(2) Dirichlet 指標 χ が自明とは、χ(n) 6= 0 ならば χ(n) = 1 となるものをいう。
(3) χ(−1) = 1 となる Dirichlet 指標を偶、χ(−1) = −1 となる Dirichlet 指標を奇という。
(4) χ が導手 N の原始的な Dirichlet 指標とは、任意の N の約数 M > 0 と任意の導手 M の

Dirichlet 指標 ρ に対して、ρ(n) = χ(n) (∀n, (n,N) = 1) ならば M = N となるものをいう。(ρ
の条件を満たす指標で、導手が最小のものを χ に付随する原始的指標ということにする。)

命題 3.

N が 2 以上のとき、導手 N の Dirichlet 指標を与えることと準同型 (Z/NZ)× → C× を与えることは
同じである。特に、χ の像は 0 または 1 のべき根である。

Dirichlet指標 χは準同型だから、 χ(−1) = ±1となる。よって、任意の指標は偶か奇のどちらかである。

例 1.

(1) 導手が 1 の指標は自明な指標のみである。任意の導手に対して、自明な指標は偶で、導手が 1 の
自明な指標が付随する原始的指標である。

(2) 導手が 4 の Dirichlet 指標は、自明なもの ε と非自明なもの χ

χ(n) =





1 if n ≡ 1 (mod 4)
−1 if n ≡ 3 (mod 4)
0 if n ≡ 0, 2 (mod 4)

のみである。χ は原始的かつ奇である。
(3) 導手が 8 の Dirichlet 指標は、
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n (mod 8) 1 3 5 7 0, 2, 4, 6
ε 1 1 1 1 0
χ1 1 −1 1 −1 0
χ2 1 1 −1 −1 0
χ3 1 −1 −1 1 0

のみである。χ2, χ3 は原始的指標で、導手が 4 の非自明な指標 χ が χ1 に付随する原始的指標で
ある。また、7 ≡ −1 (mod 8) なので、ε, χ3 が偶で、χ1, χ2 が奇である。

命題 4.

L,M を互いに素な正の整数とする。このとき、次の写像は全単射になる。
{導手 LM の Dirichlet 指標 } → {導手 L の Dirichlet 指標 } × {導手 M の Dirichlet 指標 }

χ 7→ (χ1, χ2)

ただし、χ1 と χ2 は自然な乗法群の同型 (Z/LMZ)× ∼= (Z/LZ)× × (Z/MZ)× (単因子論 (第 II 部 2
章 4 節)) のもと、それぞれ第 1 成分、第 2 成分への制限を表す。さらに、χ が原始的であることと χ1

と χ2 がともに原始的であることは同値である。

命題 5.

χ を自明でない Dirichlet 指標とすると、任意の整数 l ≤ m に対して、和
∑m

n=l χ(n) は有界である。

命題 5 は次の命題の系から明らか。

命題 6.

A を位数が n の Abel 群とする。
(1) Â を A から C の乗法群 C× への準同型全体のなす集合とする。このとき、Â は A 上の関数の
積により Abel 群になり、抽象群として A と同型になる。また、g ∈ A を位数が m とすると、
ある ρ ∈ Â で ρ(g) が 1 の原始 m 乗根になるものが存在する。

(2) A→ ̂̂
A (a 7→ (ρ ∈ Â 7→ ρ(a))) は群の同型になる。

(3) ρ ∈ Â に対して次が成り立つ。
∑

g∈A

ρ(g) =
{
n if ρは自明
0 if ρは自明でない

∵ (1) 有限 Abel 群の基本定理 (第 II 部 2 章 4 節) から、A は巡回群の直積に分解する。よって、A
が巡回群の場合に証明すればよい。A が位数 n の巡回群とする。A からの準同型は生成元の行き
先で決まり、この場合は生成元は 1 の n 乗根に行く。C× の中で、1 の n 乗根全体は位数 n の巡
回群になるから Â は抽象群として A と同型である。

(2) (1) から、A→ ̂̂
A が単射は明らか。位数が同じ有限群なので、同型になる。

(3) ρ が自明のときは明らか。ρ が自明でないとすると、h ∈ A に対し

ρ(h)
∑

g∈A

ρ(g) =
∑

g∈A

ρ(hg) =
∑

g∈A

ρ(g)

となる。ρ(h) 6= 1 なる h ∈ A が存在するので、和は 0 になる。 ¤
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系 7.

χ を導手 N の Dirichlet 指標とすると、
N∑

n=0

χ(n) =
{

0 if χは自明でない
ϕ(N) if χは自明

が成り立つ。ただし、ϕ は Euler 関数、すなわち ϕ(1) = 1, ϕ(N) = ] (Z/NZ)× (N ≥ 2) とする。

1.3. Dirichlet L 関数. Dirichlet L 関数を導入する。

定義 8.

Dirichlet 指標 χ に対して

L(s, χ) =
∞∑

n=1

χ(n)n−s

を、指標 χ の Dirichlet L 関数という。

定義 9.

Dirichlet 指標 χ に対して、χ : Z→ C と複素共役の合成を χ の双対指標といい、χ で表す。

定理 10.

導手 N の Dirichlet 指標 χ に対する Dirichlet L 関数 L(s, χ) に関して次が成り立つ。
(1) L(s, χ) は、Re(s) > 1 で絶対収束し、非自明な χ に対しては Re(s) > 0 で収束する正則関数で
ある。また、Re(s) > 1 で Euler 積表示

L(s, χ) =
∏

p:素数
(1− χ(p)p−s)−1

をもつ。特に、L(s, χ) は Re(s) > 1 で零点を持たない。また、χ が非自明のとき、L(1, χ) 6= 0
である。

(2) χ が自明な指標のときは、L(s, χ) は全平面に有理型関数として解析接続し、s = 1 のみに 1 位
の極を持つ。χ が非自明な指標のときは、L(s, χ) は全平面に正則関数として解析接続する。

(3) χ を原始的な Dirichlet 指標とする。χ が偶のとき δ = 0、χ が奇のとき δ = 1 とし、

Wχ =
τ(χ)√
Niδ

, τ(χ) =
N∑

n=1

χ(n)e2πin/N

とする。(τ(χ) は Gauss 和で、2.2 節にて解説する。特に、|Wχ| = 1 となる。) このとき、

ξχ(s) =
(
N

π

)s/2

Γ
(
s+ δ

2

)
L(s, χ)

とおくと、関数等式
ξχ(s) = Wχξχ(1− s)

が成り立つ。

Euler 積表示から、次の命題を得る。1− χ(p)p−s は全平面で正則な関数で、零点の位置が解っているか
ら、Riemann ζ 関数と原始的な Dirichlet 指標に関する Dirichlet L 関数の場合が本質的なことが解る。
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命題 11.

χ を導手 N の Dirichlet 指標とする。全平面上の解析関数として、次が成り立つ。
(1) χ が自明な Dirichlet 指標ならば、

L(s, χ) = ζ(s)
∏

p |N
(1− p−s)

となる。ただし、積において p は N を割る素数全体を走る。
(2) χ が非自明な Dirichlet 指標で、χ0 を χ に付随する原始的Dirichlet 指標で、その導手を N0 と
する。このとき、

L(s, χ) = L(s, χ0)
∏

p |N p 6|N0

(1− χ0(p)p−s)

となる。ただし、積において p は N を割り、N0 を割らない素数全体を走る。

1.4. Dirichlet 級数の性質.

定義 12.

複素数列 {an} に対して f(z) =
∑∞

n=1 ann
−s を Dirichlet 級数という。

定理 13.

f(z) =
∑

ann
−s を Dirichlet 級数とする。f(z) が z = z0 で収束すると、f(z) は Re(z) > Re(z0) で

収束し、正則関数である。

定理は、次の補題と命題から証明できる。

補題 14.

U を C の開集合、{fn} を U 上の正則関数列で、U の任意のコンパクト部分集合で {fn} は U 上の関
数 f に一様に収束するとする。このとき、f は U 上の正則関数で、{fn} の微分の列 {f ′n} は、U の任
意のコンパクト部分集合で一様に f の微分 f ′ に収束する。

∵ Cauchy の積分公式

fn(z) =
1

2πi

∫

C

fn(w)
w − z

dw

を利用する。一様性から極限と積分が交換することにより、f(z) の正則性が証明できる。微分の一
様性は、上の式を z について微分すればわかる。 ¤

命題 15.

f(z) =
∑

ann
−z を Dirichlet 級数とする。f(z) が z = z0 で収束すると、任意の 0 < α < π/2 に対し

て、f(z) は領域
D = {z ∈ C |Re(z − z0) ≥ 0, Im(z − z0) ≤ α}

の任意のコンパクト集合上で一様収束する。

証明のため、補題を 2 つ準備する。



5

補題 16.

{an}, {bn} を複素数列とする。Al,m =
∑m

n=l an, Sl,m =
∑m

n=l anbn とおくと、

Sl,m =
m−1∑

n=l

Al,n(bn − bn+1) +Al,mbm

となる。

∵ Sl,m =
∑m

n=l (Al,n −Al,n−1)bn =
∑m−1

n=l Al,n(bn − bn+1) +Al,mbm ¤

補題 17.

α, β ∈ R を 0 < α < β を満たすとし、z = x+ yi (x, y ∈ R, x > 0) とする。このとき、

|e−αz − e−βz| ≤
∣∣∣ z
x

∣∣∣ (e−αx − e−βx)

となる。

∵ e−αz − e−βz = −z ∫ β

α
e−tzdt なので、|e−tz| ≤ e−tx より

|e−αz − e−βz| ≤ |z|
∫ β

α

e−txdt =
∣∣∣ z
x

∣∣∣ (e−αx − e−βx)

となる。 ¤

∵ 命題 15 の証明 : an を変えることにより、z0 = 0 としてよい。このとき、
∑

an が収束する。
Re(z) ≥ 0, |z|/Re(z) ≤ k で一様収束することを証明する。
an を与えられた数列、bn = n−z = e−zlog(n) とし、補題 16 の記号 Al,m, Sl,m を用いると、任

意の ε > 0 に対してある N が存在して l.m ≥ N ならば |Al,m| < ε とできる。このとき、

Sl,m =
m∑

n=l

Al,n(e−zlog(n) − e−zlog(n+1)) +Al,me
−zlog(m)

である。よって、z = x+ yi とおくと、補題 17 より l,m ≥ N に対して

|Sl,m| ≤ ε(1 +
∣∣∣ z
x

∣∣∣
m−1∑

n=l

(e−xlog(n) − e−xlog(n+1)) ≤ ε(1 + k(l−x −m−x)) ≤ ε(1 + k)

となる。f(z) は領域 Re(z) ≥ 0, |z|/Re(z) ≤ k で、一様に Cauchy 列になることが示せた。 ¤

系 18.

数列 {an} が有界のとき、Re(s) > 1 で Dirichlet 級数 f(z) =
∑

ann
−z は絶対収束し、正則関数で

ある。

∵ α > 1 に対して、
∑∞

n=1 n
−α が収束するから。 ¤

系 19.

数列 {an} に対して、部分列 Al,m =
∑m

n=l an が有界のとき、Re(s) > 0 で Dirichlet 級数 f(z) =∑
ann

−z は収束し、正則関数である。
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∵ 正数 z > 0 に対して、f(z) が収束することをいえばよい。|Al,m| ≤ K とする。補題 16 の記号
Sl,m を用いて、

|Sl,m| ≤ K

(
m−1∑

n=l

∣∣∣∣
1
nz
− 1

(n+ 1)z

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣

1
mz

∣∣∣∣
)
≤ K/lz

となるので、f(z) は収束する。 ¤

1.5. 定理 1 (1) と定理 10 (1) の証明. ζ(s) と L(s, χ) の Re(s) > 1 での絶対収束性と非自明な χ に対す
る L(s, χ) の Re(s) > 0 での収束性は、命題 5、系 18 と 系 19 からわかる。

補題 20.

数列 {an} を 1 + an 6= 0 (∀n) となる数列とする。
(1) 無限積

∏∞
n=1 1 + an が収束するための必要十分条件は、級数

∑∞
n=1 log(1 + an) が収束するこ

とである。ここで、無限積
∏∞

n=1 1 + an が収束するとは、極限 lim
N→∞

N∏
n=1

1 + an が 0 でない

複素数に収束することを意味する。また、対数の枝は −π < Im(log(1 + an)) ≤ π としておく。
(2) 無限積

∏∞
n=1 1 + an が絶対収束するための必要十分条件は、級数

∑∞
n=1 |an| が収束すること

である。ただし、無限積
∏∞

n=1 1 + an が絶対収束するとは、級数
∑∞

n=1 log(1 + an) が絶対収
束することを意味する。

ζ(s) と L(s, χ) の両者において、補題 20 から、Euler 積表示の右辺が Re(s) > 1 のコンパクト集合上
で絶対一様収束することが解り、補題 14 から正則関数になる。特に、零点を持たない。素因数分解の一意
性から、

|ζ(s)−
∏

p<N

(1− p−s)−1| ≤ 2
∑

n≥N

|n−s| ≤ 2
∑

n≥N

|n−Re(s)|

となるので、無限積は ζ(s) にコンパクト集合上で一様収束する。したがって、ζ(s) が Euler 積表示を持つ
ことが証明できた。Dirichlet L 関数についても同様である。
以上で、定理 1 (1) と定理 10 (1) の L(1, χ) 6= 0 (5.2 節) を除いて証明できた。
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2. 解析接続と関数等式

最初に Γ 関数について簡単に説明し、Riemann ζ 関数の解析接続と関数等式を証明する。Dirichlet L
関数については、証明を省略する。

2.1. Γ 関数. 複素変数 z に関する積分

Γ(z) =
∫ ∞

0

e−ttz−1dt

を考える。これは Re(z) > 0 で積分可能であり、この範囲で正則関数になる。実際、t = σ + iτ とすると、
t が 0 に近いとき |e−ttz−1| ≤ tσ となり、t が大きいとき |e−ttz−1| ≤ e−σ/2 とるので、積分可能である。

命題 21.

(1) Γ(z + 1) = zΓ(z)
(2) n が正の整数のとき、Γ(n) = (n− 1)! となる。

∵ (1) 部分積分することにより、

Γ(z + 1) =
∫ ∞

0

e−ttzdt =
[−e−ttz

]∞
0

+ z

∫ ∞

0

e−ttz−1dt = zΓ(z)

となる。(2) は Γ(1) = 1 と (1) からわかる。 ¤

Γ(z) は実軸正上では、以下の特徴付けを持つ。証明は省略する。

定理 22.

任意の x > 0 に対して、
(i) Γ(x+ 1) = xΓ(x)
(ii) Γ(x) > 0 かつ log Γ(x) は凸関数
(iii) Γ(1) = 1

が成り立つ。逆に、(i), (ii), (iii) を満たす実軸正上の実数値関数は Γ 関数の実軸正上への制限 Γ(x) で
ある。

系 23.

Re(z) > 0 上の正則関数で、実軸正上では定理 22 の条件 (i) – (iii) を満たすものは Γ(z) である。

定理 24.

Γ(z) は積表示

Γ(z) =
e−γz

z

∞∏
n=1

(
1 +

z

n

)−1

e
z
n

を持つ。ただし、
γ = lim

n→∞

(
1 +

1
2

+ · · ·+ 1
n
− log n

)

とする (γ は Euler 定数)。特に、Γ(z) は全平面へ有理型関数として解析接続され、全平面で Γ(z+1) =
zΓ(z) を満たす。また、Γ(z) は z = 0,−1,−2, · · · に 1 位の極をもち、極はこれのみである。

∵ 右辺を f(z) とする。(1 + z
n )e−

z
n = 1 + 1

2
z2

n2 + · · · から、0 になる項 (各 z に対して高々 1 個) を
除いて、無限積の逆数はコンパクト集合上で一様絶対収束する。よって、f(z) は 0 または負の整
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数に 1 位の極を持つ有理型関数である。
N∏

n=1

(
1 +

1
n

)−1

e
1
n =

1
N + 1

e1+
1
2+···+ 1

N = e1+
1
2+···+ 1

N−log(N+1) → eγ (N →∞)

より、f(1) = 1となる。任意の複素数 z で

f(z + 1) = lim
N→∞

e−γ(z+1)

z + 1

N∏
n=1

(
1 +

z + 1
n

)−1

e
z+1

n

= lim
N→∞

e−γ+1+ 1
2+···+ 1

N
e−γz

z + 1

N∏
n=1

n

z + n+ 1
e

z
n

= lim
N→∞

ze−
z
N e−γ+1+ 1

2+···+ 1
N−log(N+1) e

−γz

z

N+1∏
n=1

n

z + n
e

z
n

= zf(z)

となる。x > 0 に対して (log f(x))′′ > 0 となるから、系 23 から f(z) = Γ(z) (Re(z) > 0) となり、
Γ(z) の解析接続が証明できた。 ¤

sinπz = πz
∞∏

n=1

(
1− z2

n2

)
から、Γ 関数の関数等式が得られる。

定理 25.

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sinπz
が成り立つ。特に Γ

(
1
2

)
=
√
π である。

2.2. Gauss 和. Dirichlet L 関数の関数等式の Wχ に現れる Gauss 和の基本的な性質について解説する。
χ を導手 N の Dirichlet 指標とする。整数 n に対して、和

τ(χ, n) =
N∑

a=1

χ(a)e
2πina

N

を、χ と n に関する Gauss 和という。特に、τ(χ) = τ(χ, 1) とおき、χ に関する Gauss 和という。N > 1
とし、χ を準同型 χ : (Z/NZ)× → C× とみたとき、τ(χ, n) =

∑

a∈(Z/NZ
χ(a)e

2πina
N となる。

補題 26.

n を N と素な整数とすると、τ(χ, n) = χ(n)τ(χ, 1) となる。

命題 27.

L,M を互いに素な正の整数とし、整数 s, t に対して Ls + Mt = 1 とする。命題 4 の全単射により
χ = (χ1, χ2) とすると、

τ(χ, n) = τ(χ1, nt)τ(χ2, ns)
となる。

∵ 自然な同型 Z/LMZ
∼=−→Z/LZ× Z/MZ の逆写像は、(a, b) 7→ Mta+ Lsb で与えられることに注

意すると、

τ(χ1, nt)τ(χ2, ns) =
L∑

a=1

χ1(a)e
2πinta

L

M∑

b=1

χ2(b)e
2πinsb

M =
L∑

a=1

M∑

b=1

χ(Mta+ Lsb)e
2πin(Mta+Lsb)

LM

=
N∑

a=1

χ(a)e
2πina

N = τ(χ, n)
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となる。 ¤

定理 28.

χ を導手 N の原始的指標、n を N と素な整数とすると、|τ(χ, n)| = √
N となる。

∵ 命題 27 において、n が N = LM と素であることと nt と ns がそれぞれ L と M と素であること
が同値だから、N = pr (pが素数, r ≥ 1) のとき証明すればよい。
p を素数、N = pr (r ≥ 1) とし、χ を導手 N の Dirichlet 指標とする。補題 26 から |τ(χ, 1)| =√
pr を証明すればよい。定義から τ(χ,−1) = τ(χ, 1) より、τ(χ, 1)τ(χ,−1) = pr を証明する。証
明において、χ と χ を Z/prZ 上の関数と見なす。

1 の原始 ph 乗根すべての和は、1 の ph 乗根すべての和から 1 の原始 ph−1 乗根すべての
和となるので、h ≥ 2 のとき 0 である。また、命題 5 と同様に証明すると、χ は原始指標より∑p−1

b=1 χ(1 + pr−1b) = −1 である。よって、

τ(χ, 1)τ(χ,−1) =
∑

a∈Z/prZ
∑

b∈Z/prZ χ(a)χ(b)e
2πi
pr (a−b)

=
∑

c∈Z/prZ
∑

b∈(Z/prZ)× χ(c+ b)χ(b)e
2πi
pr c

=
∑r

h=0

∑
d∈(Z/pr−hZ)×

∑
b∈(Z/prZ)× χ(1 + phd/b)e

2πi
pr phd

=
∑r

h=1

∑
d∈(Z/pr−hZ)×

∑
b∈(Z/prZ)× χ(1 + phb)e

2πi
pr phd

=
∑

d∈(Z/pZ)×
∑

b∈(Z/prZ)× χ(1 + pr−1b)e
2πi
pr pr−1d +

∑
b∈(Z/prZ)× χ(1)e

2πi
pr pr0

= −∑
b∈(Z/prZ)× χ(1 + pr−1b) + (pr − pr−1)

= −pr−1 × (−1) + (pr − pr−1)
= pr

となる。以上で証明ができた。 ¤

2.3. 解析接続. 複素平面上の道 C,Cn (n = 1, 2, · · · ) を次のように定める。

0

−2πi

2πi

?
¾

-

C

0

−2nπi

−2πi

2πi

2nπi

2nπ−2nπ

−(2n+ 1)πi

(2n+ 1)πi

6

-

¾

-

¾

6

6

Cn

定理 29.

Re(s) > 1 において、

ζ(s) = −Γ(1− s)
2πi

∫

C

(−z)s−1

ez − 1
dz

が成り立つ。ただし、実軸正の補集合上で、(−z)s−1 = e(s−1)log(−z) (−π < Im(log(−z)) < π) とする。
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∵ z = x+ iy とおく。Re(s) > 1 より、C の 0 の周りの道を十分に 0 に近づけると円周上の積分は 0
に近づくから、
∫

C

(−z)s−1

ez − 1
dz = −

∫ ∞

0

xs−1e−(s−1)πi

ex − 1
dx+

∫ ∞

0

xs−1e(s−1)πi

ex − 1
dx

= 2isin(π(s− 1))
∫ ∞

0

xs−1

ex − 1
dx = −2isin(πs)

∫ ∞

0

∞∑
n=1

e−nxxs−1dx

= −2isin(πs)
∞∑

n=1

∫ ∞

0

e−nxxs−1dx = −2isin(πs)
∞∑

n=1

n−sΓ(s)

= −2isin(πs)ζ(s)Γ(s) = −2πiζ(s)/Γ(s)

となる。ここで、x が 0 に近いとき |∑∞
n=N e−nxxs−1| = |e−(N−1)xxs−1/(ex − 1)| ∼ xRe(s)−2 で

あり、x が大きいとき |∑∞
n=N e−nxxs−1| ≥ e−(N−1)x なので、Re(s) > 2 のとき、積分と無限和

は交換可能である。両辺は Re(s) > 1 上の正則関数より、定理が成り立つ。 ¤

定理 29 の系として Riemann ζ 関数の全平面への解析接続が証明できる。
∵ 定理 1 (2) の証明 : 定理 29 の右辺の積分は、全平面で定義でき正則関数になる。Γ(1− s) は s が
正の整数のみ極を持つ。定理 1 (1) で、ζ(s) は Re(s) > 1 で正則だったので、ζ(s) は s = 1 のみ
極を持ちうる。 ∫

C

dz

ez − 1
= 2πi

より、ζ(s) は s = 1 で 1 位の極を持つ。Γ(s) の s = 0 での留数は、定理 25 の関数等式から 1 と
わかるので、ζ(s) の s = 1 での留数も 1 である。 ¤

Dirichlet L 関数については次が成り立ち、解析接続や関数等式が証明できる。

定理 30.

χ を導手 N の Dirichlet 指標とする。Re(s) > 1 において、

L(χ, s) = −Γ(1− s)
2πi

∫

C

N∑
a=1

(−z)s−1e(N−a)z

eNz − 1
dz

が成り立つ。

2.4. 関数等式. Riemann ζ 関数の関数等式を証明する。積分
1

2πi

∫

Cn

(−z)s−1

ez − 1
dz

を考える。被積分関数の極は、z = ±2mπi (m = ±1,±2, · · · ,±n) にあり、その留数は (∓2mπi)s−1 であ
る。よって、

1
2πi

∫

Cn

(−z)s−1

ez − 1
dz =

n∑
m=1

(
(−2mπi)s−1 + (2mπi)s−1

)
= 2

n∑
m=1

(2mπ)s−1sin
(πs

2

)

となる。
次に Cn − C に関する積分

1
2πi

∫

Cn−C

(−z)s−1

ez − 1
dz

を考える。積分路は一部が互いにキャンセルし合い、Cn の箱形の積分路と実軸正の無限大からの道と無限
大への道になる。
s = σ を負の実数とする。Cn の箱形の道において、|ez − 1| はある定数より大きくなり、(−z)σ−1 はあ

る正定数 A により |(−z)σ−1| ≤ Anσ−1 となる。よって、
∣∣∣∣
∫

Cn

(−z)σ−1

ez − 1
dz

∣∣∣∣ ≤ Anσ



11

となる。n を大きくすると積分の極限は 0 になる。実軸に沿う道に関しては、n が十分大きいと

| (−z)
σ−1

ez − 1
| ≤ e−

x
2

となるので、n を大きくすると積分の極限は 0 になる。したがって、s = σ < 0 のとき、Cn での積分は
n→∞ で −C の積分に収束する。定理 29 と合わせて、s = σ < 0 のとき

1
Γ(1− σ)

ζ(σ) = 2
∞∑

m=1

(2mπ)σ−1sin
(πσ

2

)
=

(2π)σ

π
sin

(πσ
2

)
ζ(1− σ)

となる。これは、全平面での正則関数の間の半平面 s = σ < 0 での等式なので、全平面上の等式に延びる。
定理 1の形の関数等式にするためには、Γ関数の関数等式と次の倍角の公式を利用する。以上で、Riemann

ζ 関数の関数等式が証明できた。

命題 31.

Γ(z) =
2z−1

√
π

Γ
(z

2

)
Γ

(
z + 1

2

)

∵ 右辺が、定理 23 の 3 つの性質を満たすことは容易に確かめられる。 ¤

2.5. ζ 関数の零点. 関数等式の系として、Riemann ζ 関数の零点に関する情報を得る。これは、Γ(s) の極
の位置と ζ(s) が Re(s) > 1 で零点を持たないことからわかる。

定理 32.

(1) ζ(s) は s = −2,−4,−6, · · · に零点を持つ。さらに、|Re(s− 1
2 )| > 1

2 または s = 0, 1 での零点
は、これらのみである。

(2) χ を非自明な原始的 Dirichlet 指標とする。
(i) χが偶指標ならば、L(s, χ)は s = 0,−2,−4,−6, · · · に零点を持つ。さらに、|Re(s− 1

2 )| > 1
2

または s = 0, 1 での零点は、これらのみである。
(ii) χ が奇指標ならば、L(s, χ) は s = −1,−3,−5, · · · に零点を持つ。さらに、|Re(s− 1

2 )| > 1
2

または s = 0, 1 での零点は、これらのみである。

定義 33.

定理 32 での ζ(s) または L(s, χ) の零点これを、自明な零点という。自明でない零点のことを非自明な
零点という。

原始的でない Dirichlet L 関数においては、原始的なものとのずれ 1 − χ(p)p−s の零点も自明な零点と
いう。
以上で Riemann 予想を述べる準備が整った。

予想 34.

ζ(s) の非自明な零点はすべて Re(s) = 1
2 の上にある。

Riemann 予想は Dirichlet L 関数へも拡張される。

予想 35.

L(s, χ) の非自明な零点はすべて Re(s) = 1
2 の上にある。
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3. Riemann ζ 関数の特殊値

3.1. Bernoulli 数と Riemann ζ 関数の特殊値. 関数 F (z) =
zez

ez − 1
は、z = 0 で正則な関数になる。

z = 0 の周りでの Taylor 展開を

F (z) =
∞∑

n=0

Bn
zn

n!

とおく。係数 Bn を Bermoulli 数という。展開を計算すると次のようになる。

B0 = 1, B1 =
1
2
, B2 =

1
6
, B3 = 0, · · ·

命題 36.

Bn は有理数で、n > 1 なる奇数に対して Bn = 0 となる。

∵ ez = 1 + z + z/2! + · · · は有理数係数の形式的べき級数になるから、Bn も有理数である。簡単な
式の変形で F (−z) = F (z)− z となるので、1 次の部分を除くと F (z) は偶関数である。したがっ
て、n > 1 なる奇数に対して Bn = 0 である。 ¤

定理 37.

n を正の整数とすると、ζ(1− n) = −Bn

n
となる。

∵ n = 1 とする。定理 29 から

ζ(0) = −Γ(1)
2πi

∫

C

(−z)−1

ez − 1
dz = Resz=0(

z−1

ez − 1
) = −1

2
= −B1

である。ここで、Resz=0 は z = 0での留数を表し、(ez−1)−1 = z−1(1+ 1
2z+· · · )−1 = z−1− 1

2 +· · ·
を用いた。n > 1 とする。(ez − 1)−1 = ez

ez−1 − 1 に注意すると、

ζ(1− n) = −Γ(n)
2πi

∫

C

(−z)−n

ez − 1
dz = (−1)n+1 (n− 1)!

2πi

∫

C

(
z−n

ez − 1
− z−n

)
dz

= (−1)n+1 (n− 1)!
2πi

∫

C

F (z)z−n−1dz = (−1)n+1(n− 1)!Resz=0(F (z)z−n−1)

= −Bn

n

となる。最後の変形では Bn = 0 (n > 1,奇数) を用いた。 ¤

関数等式から、Riemann ζ 関数の正の偶数での値については、次のことが解る。

定理 38.

m を正の整数とすると、
ζ(2m) = (−1)m+1 22m−1B2m

(2m)!
π2m

となる。特に、ζ(2m) は π2m の有理数倍である。

Riemann ζ 関数の 3 以上の奇数での値については、まだよくわかってない。ζ(3) についてのみ、有理数
でないことが証明されている。また、ζ(2m + 1) (m = 1, 2, 3, · · · ) で生成される Q 上のベクトル空間は無
限次元であることも知られている。予想としては、すべてが互いに独立な超越数だと考えられている。
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3.2. Dirichlet L 関数の特殊値. χ を導手 N の Dirichlet 指標とする。関数

Fχ(z) =
N∑

a=1

χ(a)zeaz

eNz − 1

は、z = 0 で正則な関数になる。z = 0 の周りでの Taylor 展開を

Fχ(z) =
∞∑

n=0

Bn,χ
zn

n!

とおく。係数 Bn,χ を指標 χ に関して一般化された Bernoulli 数という。N = 1 のとき、Fχ(z) = F (z)
で Bn,χ = Bn である。補題 7 と下の補題を用いて展開を計算すると

B0,χ =
1
N

N∑
a=1

χ(a) =

{
ϕ(N)
N

if χは自明
0 if χは非自明

B1,χ =
1
N

N∑
a=1

(
χ(a)a− N

2
χ(a)

)
=





0 if χは自明
1
N

N∑
a=1

χ(a)a if χは非自明

となる。

補題 39.

N を 2 以上の整数とする。このとき、
∑

1 ≤ a ≤ N
(a, N) = 1

a =
Nϕ(N)

2
となる。

∵ (a,N) = 1 ⇔ (N − a,N) = 1 なので、2
∑

1≤a≤N, (a,N)=1 a =
∑

1≤a≤N, (a,N)=1 (a+ (N − a)) =
Nϕ(N) となる。 ¤

命題 40.

Q(χ) = Q(χ(1), χ(2), · · · , χ(N)) とする。
(1) Fχ(z) ∈ Q(χ)[[z]] となる。特に、Bn ∈ Q(χ) となる。
(2) N 6= 1とすると、Fχ(−z) = χ(−1)F (z)となる。特に、χが偶のとき、奇数 nに対して Bn,χ = 0
となり、χ が奇のとき、偶数 n に対して Bn,χ = 0 となる。

定理 37 と同様にして、定理 30 を利用して次が成り立つ。

定理 41.

n を正の整数とすると、L(1− n, χ) = −Bn,χ

n
となる。
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定理 42.

(1) χ を原始的な偶指標とすると、正整数 m に対して

L(2m,χ) = (−1)m+1 τ(χ)
2

(
2π
N

)2m
B2m,χ

(2m)!

となる。
(2) χ を原始的な奇指標とすると、非負整数 m に対して

L(2m+ 1, χ) = (−1)m+1 τ(χ)
2i

(
2π
N

)2m+1
B2m+1,χ

(2m+ 1)!

となる。

定理 10 から、非自明な指標 χ に対して L(n, χ) 6= 0 (n ≥ 1) となるので、次を得る。

系 43.

(1) χ を N 6= 1 である原始的な偶指標とすると、正整数 m に対して B2m,χ 6= 0 となる。
(2) χ を原始的な奇指標とすると、非負整数 m に対して B2m+1,χ 6= 0 となる。
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4. 素数定理

π(x) を実数 x 以下の素数の個数とする。素数定理とは、π(x) を具体的な関数で評価する定理である。
A.M.Legendre や C.F.Gauss により予想された π(x) に関する問題は、Riemann 関数の 0 ≤ Re(s) ≤ 1 で
の零点と関係があることがわかり、1896 年に de la Vallée Poussin と J.Hadamard は Re(s) = 1 で零点を
持たないことを利用して素数定理をそれぞれ独立に証明した。この章では素数定理を紹介する。

4.1. 素数定理とは. f(x), g(x) を実軸正上の実数値関数とする。このとき、

f(x) ∼ g(x) ⇔ f(x)/g(x) → 1 (x→∞)

と定める。また、g(x) が正値関数のとき

f(x) = O(g(x)) ⇔ ∃C > 0 s.t.∀x |f(x)| ≤ Cg(x)
f(x) = o(g(x)) ⇔ f(x)/g(x) → 0 (x→∞)

とする。
関数 Li(x) を

Li(x) =
∫ x

2

dt

logt

と定める。素数定理とは次の定理である。

定理 44.

π(x) ∼ Li(x).

誤差の評価は研究されていて、Riemann 予想を仮定すると

π(x) = Li(x) +O(x
1
2 logx)

となる。
さて、Li(x) を評価する。

命題 45.

x ≥ 2 とすると、Li(x) =
x

logx
+O

(
x

(logx)2

)
が成り立つ。特に、Li(x) ∼ x

logx
である。

∵ 部分積分すると

Li(x) =
x

logx
− 2

log2
+

∫ x

2

dt

(logt)2

=
x

logx
− 2

log2
+

x

(logx)2
− 2

(log2)2
+

∫ x

2

2dt
(logt)3

となるので、
∫ x

2
2dt

(logt)3 = O( x
(logx)2 ) を示せばよい。t = es と変数変換すると、

∫ x

2

2dt
(logt)3

=
∫ logx

log2

2e2ds
s3

=
∫ logx

log2

∞∑
n=0

2sn−3

n!
ds

= −(logx)−2 − 2(logx)−1 + loglogx+
∞∑

n=3

2(logx)n−2

(n− 2)× (n!)
+ (定数)

となる。x/(logx)2 = elogx/(logx)2 =
∑∞

n=0
(logx)n−2

n! の各項の絶対値を比較すると、n = 1, 2, 3 を
除いて x/(logx)2 の方が等しいか大きい。n = 5 での両者を比較した余りである (logx)3

3×n! を用いる
と、x が十分大きいとき n = 1, 2, 3 項の和の絶対値より大きくなる。x/(logx)2 は x ≥ 2 で常に正
だから、

∫ x

2
2dt

(logt)3 = O( x
(logx)2 ) となる。 ¤
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4.2. Re(s) = 1 での Riemann ζ 関数.
定理 (de la Vallée Poussin, J.Hadamard, 1896) 46.

ζ(s) は Re(s) = 1 において零点を持たない。

∵ F.Mertens (1898)による証明 : s = 1+iτ (τ ∈ R)で、ζ(s)は零点を持つとする。s = σ+iτ (σ > 1)
において、

log ζ(s) =
∑

p

∞∑
m=1

m−1p−mσe−iτ logpm

なので、

Re(log ζ(σ + iτ)) =
∑

p

∞∑
m=1

m−1p−mσcos(τ logpm)

となる。3 + 4cosθ + cos2θ ≥ 0 に、θ = τ logpm として適用すると、
3log ζ(σ) + 4Re(log ζ(σ + iτ)) + Re(log ζ(σ + 2iτ)) ≥ 0

となる。つまり、
ζ(σ)3|ζ(σ + iτ)4ζ(σ + 2iτ)| ≥ 1

が成り立つ。ζ(s)は s = 1で一位の極を持つので、ζ(σ)− 1
σ−1 は有界である。また、ζ(s)は s = 1+iτ

正則で仮定から ζ(1+iτ) = 0なので、ある A > 0が存在して σ = 1の周りで |ζ(σ+iτ)| < A(σ−1)
となる。よって、上の不等式から ζ(σ + 2iτ) は σ → 1 (σ > 1) で発散することになる。ところが、
ζ(s) は s = 1 でのみ極を持つ有理型関数なので、矛盾が生じた。したがって、ζ(s) は Re(s) = 1
において零点を持たない。 ¤

4.3. de la Vallée Poussin による素数定理の証明の概要. 正の整数上で定義された関数 Λ を

Λ(n) =
{

log p if nは p の正べき
0 otherwise

と定める。素数定理 44 を証明するためには、次の定理を証明すればよい。

定理 47.

正の実数上の関数 ψ(x) を ψ(x) =
∑

n≤x Λ(n) (n は x 以下の正の整数全体を走る) と定める。このと
き、次が成り立つ。

(1) π(x) ∼ ψ(x)
log x

.

(2) ψ(x) ∼ x.

補題 48.

(1) ψ(x) =
∑

p≤x

[
log x
log p

]
log p となる。ただし、和において p は x 以下の素数全体を走る。

(2) x = O(ψ(x)).

∵ (1) 定義より明らか。

(2) n を正の整数、N =
(

2n
n

)
= (2n)!/(n!)2 とする。N =

∏
p≤2n pkp (p は 2n 以下の素数

全体を走る) とすると、

kp =
∞∑

m=1

[
2n
pm

]
− 2

[
n

pm

]

となる。さらに、 [
2n
pm

]
− 2

[
n

pm

]
=

{
0 if [2n/pm]が偶数
1 if [2n/pm]が奇数
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となる。ただし、[x]で xの整数部分を表す。特に、pm > 2nならば 0である。よって、kp ≤
[

log 2n
log p

]

である。ゆえに、

logN =
∑

p≤2n

kplog p ≤
∑

p≤2n

[
log 2n
log p

]
log p = ψ(2n)

となる。N = n+1
1 · n+2

2 · · · · 2n
n ≥ 2n より、ψ(2n) ≥ nlog 2 となる。x ≥ 2 に対して n = [x/2] と

おくと、

ψ(x) ≥ ψ(2n) ≥ nlog 2 ≥ 1
4
xlog 2

となる。 ¤

∵ 定理 47 (1) の証明 :
[

log x
log p

]
log p < log x より、

ψ(x) =
∑

p≤x

[
log x
log p

]
log p ≤ log x

∑

p≤x

1 = π(x)log x

となる。ただし、p は x 以下の素数全体を走る。一方、0 < δ < 1 に対して、

ψ(x) ≥ ∑
p≤x log p ≥ ∑

x1−δ<p≤x log p ≥ (1− δ)log x
∑

x1−δ<p≤x 1
= (1− δ)log x

[
π(x)− π(x1−δ)

] ≥ (1− δ)log x
[
π(x)− x1−δ

]

となる。x = O(ψ(x)) より、π(x)log x/ψ(x) (x→∞) は 1/(1− δ) 以下になる。δ は 0 < δ < 1 を
満たす任意の実数より、π(x) ∼ ψ(x)/log x となる。 ¤

定理 47 (2) の証明の概略を紹介する。x > 1 において定められた関数 ψ0(x) を

ψ0(x) =
{

ψ(x) ifxは素数の正のべきでない
ψ(x)− 1

2Λ(x) ifxは素数の正のべき

と定める。明らかに、ψ0(x) ∼ ψ(x) である。よって、ψ0(x) を評価して、ψ0(x) ∼ x を証明すればよい。

命題 49.

(1) Re(s) > 1 において、−ζ
′(s)
ζ(s)

=
∞∑

n=1

Λ(n)n−s となる。

(2) c > 1 とすると、ψ0(s) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

[
−ζ

′(s)
ζ(s)

]
xs

s
ds となる。

∵ (1) は ζ(s) の Euler 積表示の対数微分をとる。(2) は (1) と次の補題を適用すればよい。 ¤

補題 50.

c > 0 のとき、 1
2πi

∫ c+i∞

c−i∞

ys

s
ds =





0 if 0 < y < 1
1
2 if y = 1
1 if y = 1

となる。
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命題 (von Mangoldt, 1895) 51.

x > 1 において
ψ0(x) = x−

∑
ρ

xρ

ρ
− ζ ′(0)
ζ(0)

− 1
2
log(1− x−2)

となる。ただし、ρ は ζ(s) の非自明な零点全体を走り、和は lim
T→∞

∑

|Im(ρ)|<T

xρ

ρ
を意味する。また、最

後の項は自明な零点での和
∑
ω

xω

ω
= −x

−2

2
− x−4

4
− x−6

6
− · · · = −1

2
log(1− x−2)

である。

∵ ψ0 は、c + iT,−S + iT,−S − iT, c − iT (c > 1, S, T > 0) を頂点に持つ閉曲線 CS,T 上での積分
1

2πi

∫

CS,T

[
−ζ

′(s)
ζ(s)

]
xs

s
ds の S, T →∞ なる極限である。留数を計算すると等式を得る。 ¤

命題 52.

ある c1 > 0 が存在して、
∑

ρ

xρ

ρ
= O

(
xe−c1(logx)

1
2

)
となる。特に、ψ0(x) ∼ x である。

この命題を証明するには、さらなる準備が必要なので概略だけにする。
命題 51 から、

∑
ρ x

ρ/ρ = o(x) を証明すればよい。ζ(s) が Re(s) = 1 に零点を持たないので、各非自
明な零点 ρ に対して、|xρ| < x となる。しかし、和

∑
ρ x

ρ/ρ は無限和であり、ρ の実部は 1 に近くなる
かも知れないから、実部がどれだけ 0 に近いかと非自明な零点の分布を評価しなければならない。

命題 53.

(1) (de la Vallée Poussin, 1899) ある c2 > 0 が存在して、十分大きな T と非自明な零点 ρ で
|Im(ρ)| < T なるものに対して、

|xρ| < xe−c2logx/logT

が成り立つ。
(2) (H.von Mangoldt, 1895) N(T ) を 0 < Im(ρ) < T なる非自明な零点の個数とする。このとき、

N(T ) =
T

2π
log

T

2π
− T

2π
+O(logT )

となる。

∫ T

0
1
t dN(t) = O((logT )2) となるので、ある A > 0 に対して

∑

|Im(ρ)|<T

∣∣∣∣
xρ

ρ

∣∣∣∣ ≤ Ax(logT )2e−c2logx/logT

となる。一方、ある B > 0 に対して
∑

|Im(ρ)|≥T

∣∣∣∣
xρ

ρ

∣∣∣∣ ≤ B
x(log(xT ))2

T

と評価できる。(logT )2 = logx とすると、ある c1 > 0 に対して
∑

ρ

xρ

ρ
= O

(
xe−c1(logx)

1
2

)

となる。以上が素数定理の証明の大まかなあらすじである。
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5. 算術級数定理

この章では、次の Dirichlet の算術級数定理を証明する。

定理 54.

n と a を互いに素な整数とすると、p ≡ a (modn) となる素数が無限個存在する。

5.1. 密度. P を素数全体の集合、A を P の部分集合とする。A が (解析的) 密度 k を持つとは、
∑

p∈A

1
ps
/

∑

p∈P

1
ps

→ k (s→ 1)

となることをいう。ただし、s は実軸上 s > 1 で 1 に近づく。

命題 55.
∑

p∈P p−s ∼ log 1
s−1 (s→ 1)

となる。ただし、f(s) ∼ g(s) (s → 1) は s が実軸上 s > 1 で 1 に近づくとき、f(s)/g(s) → 1 を意味
する。

∵ Re(s) > 1 において、Euler 積公式から

log ζ(s) =
∑

p

∞∑

k=1

1/(kpks)

となる。一方、ζ(s) は s = 1 で留数 1 の一位の極をもつから、ζ(s)− 1/(s− 1) は正則関数である。
したがって、

∑
p

∑∞
k=2 1/(kpk) が有界であることを証明すればよい。

∑
p

∞∑

k=2

1/(kpk) ≤
∑

p

∞∑

k=2

1/pk ≤
∑

p

1/(p2(1− 1/p)) =
∑

p

1/p(p− 1) ≤
∞∑

n=2

1/n(n− 1) = 1

となり、有界であることが証明できた。 ¤

系 56.

A の密度が正ならば A は無限集合である。

密度の定義は他にもある。 ∑

p∈A,p≤x

1/
∑

p∈P,p≤x

1 → k (x→∞)

により A の自然密度 と定める。自然密度が存在すると解析的密度が存在して、それらが一致することが知
られている。5.3 節の Dirichlet の密度定理の場合は、自然密度も存在する。

5.2. L(1, χ) 6= 0 の証明.

定理 57.

χ を導手 N の Dirichlet 指標とする。χ が自明ならば、L(s, χ) は s = 1 で 1 位の極を持ち、χ が非自
明ならば L(1, χ) 6= 0 となる。

定理の証明の準備のためいくつかの命題を証明する。
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命題 58.

N を正の整数とし、
ζN (s) =

∏
χ

L(s, χ)

とおく。ただし、χ は導手が N の指標すべてを走る。このとき、Re(s) > 1 において、

ζN (s) =
∏

p 6|N

(
1− 1

pf(p)s

)−g(p)

となる。ただし、f(p) は (Z/NZ)× の中での p の位数、g(p) = ϕ(N)/f(p) とする。

∵ Euler 積表示 L(s, χ) =
∏

p 6|N (1− χ(p)p−s)−1 と次の補題から容易。 ¤

補題 59.

p 6 |N とすると、∏
χ (1− χ(p)x) = (1− xf(p))g(p) となる。

∵ XN = {導手が N の Dirichlet 指標 } とすると、命題 6 から XN は Abel 群になり、その位数
は ϕ(N) である。また、写像 p̃ : XN → C× (χ 7→ χ(p)) は群の準同型を与える。p の位数が f(p)
だから、命題 6 の後半部分から p̃ の像は 1 の f(p) 乗根からなる乗法群になり、その核の位数は
g(p) = ϕ(N)/f(p) となる。

∏
ζ:1の f(p)乗根 (1− ζx) = 1− xf(p) となるから、求める等式が成り立

つ。 ¤

命題 60.

f(z) =
∑∞

n=1 ann
−z を an ≥ 0 (∀n) なる Dirichlet 級数とする。実数 ρ に対して、f(z) が Re(z) > ρ

で収束し、z = ρ の周りで解析接続できるならば、ある ε > 0 が存在して、f(z) は Re(z) > ρ− ε で収
束する。

∵ an を ann
−ρ と換えることで、ρ = 0 としてよい。z = 1 で Taylor 展開すると、

f(z) =
∞∑

m=0

f (m)(1)
(z − 1)m

m!
=

∞∑
m=0

(∑
n = 1∞ (−1)m(logn)mann

−1
) (z − 1)m

m!

となる。仮定より、この Taylor 展開は適当な ε′ をとると |z − 1| ≥ 1 + ε′ で収束する。よって、

f(−ε′) =
∞∑

m=0

( ∞∑
n=1

(logn)mann
−1

)
(1 + ε′)m

m!

となる。これは正項級数なので、順番を入れ替えると

f(−ε′) =
∑∞

n=1 ann
−1

(∑∞
m=0 (logn)m (1+ε′)m

m!

)

=
∑∞

n=1 ann
−1n1+ε′

=
∑∞

n=1 ann
ε′

となる。Dirichlet 級数は z = −ε′ でも収束した。 ¤

∵ 定理 57 の証明 : χ が自明のときは、L(s, χ) = ζ(s)
∏

p |N (1− p−s) となるので明らか。
χ が自明でないとする。このとき、L(s, χ) は Re(s) > 0 で正則であることは既に見たので、

L(1, χ) 6= 0 を示すためには、ζN (s) =
∏

χ L(s, χ) が s = 1 で 1 位の極を持つことを証明すればよ
い。命題 58 から、ζN (s) は s = 1 で高々 1 位の極を持つ解析関数で、すべての係数が 0 以上であ
る Dirichlet 級数で定義されている。s = 1 で ζN (s) が極を持たないとすると、命題 60 より ζN (s)
は任意の Re(s) > 0 で収束することになる。ところが、すべての p に対して、s = 1/ϕ(N) で

(1− p−f(p)/ϕ(N))−g(p) = (1 + p−1/g(p) + p−2/g(p) + · · · )g(p) ≥ 1 + p−1
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となるので、ζN (1/ϕ(N)) =
∏

p(1+p−1) ≥ 1+
∑

p p
−1 = ∞である。よって、ζN (s)は s = 1/ϕ(N)

で発散する。矛盾が生じたので、L(1, χ) 6= 0 である。 ¤

5.3. Dirichlet の密度定理. 次の Dirichlet の密度定理を証明する。系 56 と合わせると、算術級数定理 54
が成り立つ。

定理 61.

n, a を正の整数で、互いに素とする。Pa を p ≡ a (modn) となる素数の集合とすると、Pa の密度は
1/ϕ(n) である。

定理の証明のために次の命題を証明する。

命題 62.

χ を導手が N の Dirichlet 指標とし、Re(s) > 1 上の関数 fχ(s) を

fχ(s) =
∑

p 6|N
χ(p)/ps

とする。ただし、p は N と素な素数全体を走る。このとき次が成り立つ。
(1) χ が自明な指標のとき、f(s) ∼ log 1

s−1 (s→ 1) となる。
(2) χ が自明でないとき、s→ 1 で f(s) は有界となる。

∵ Re(s) > 1 において、

logL(s, χ) =
∑

p

log(1− χ(p)/ps)−1 =
∑

p

∞∑
m=1

χ(p)m/mpms = fχ(s) +
∞∑

m=2

∑
p

χ(p)m/mpms

となる。Re(s) ≥ 1 において、第 2 項は有界だから、fχ(s) の s→ 1 の挙動は、logL(s, χ) の挙動
と同じになる。したがって、定理 57 に従う。 ¤

∵ 定理 61 を証明する。ga(s) =
∑

p∈Pa
1/ps とおくと、

ga(s) =
1

ϕ(n)

∑

χ:導手 n の指標
χ(a)−1fχ(s)

となる。実際、補題 6 から
∑

χ:導手 n の指標
χ(a)−1χ(p) =

{
ϕ(n) if p ≡ a (modn)
0 if p 6≡ a (modn)

となるので、両辺を比較すればよい。ε で導手 n の自明な指標を表すとすると、命題 62 から s→ 1
において

ga(s) ∼ 1
ϕ(n)

∑

χ:導手 n の指標
fχ(s) ∼ 1

ϕ(n)
fε(s) ∼ 1

ϕ(n)
log

1
s− 1

となるので、Pa の密度は 1/ϕ(n) である。 ¤


