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1.
は
じ
め
に

平
方
剰
余
は
オ
イ
ラ
ー
の
時
代
か
ら
考
察
さ
れ
て
い
て
、
素
数
の
不
思

議
な
関
係
を
表
す
「
平
方
剰
余
の
相
互
法
則
」
の
存
在
は
意
識
さ
れ
て
い

た
。
平
方
剰
余
の
相
互
法
則
は
ガ
ウ
ス
に
よ
り
最
初
に
厳
密
に
証
明
さ

れ
、
現
在
ま
で
に
多
く
の
別
証
明
が
与
え
ら
れ
て
い
る
。
平
方
剰
余
の

相
互
法
則
は
、「
類
体
論
」
の
最
初
の
顕
在
化
と
も
い
う
べ
き
も
の
で
、

ガ
ウ
ス
の
考
察
は
現
在
の
整
数
論
の
序
章
で
あ
る
。

こ
の
時
間
は
、

p
元
体
の
導
入
と
平
方
剰
余
に
つ
い
て
解
説
を
し
、「
平

方
剰
余
の
相
互
法
則
」
を
紹
介
す
る
。



2.
p
元
体
F p

p
を
素
数
と
す
る
。

定
義

2
.1

.
整
数

a
,b
に
対
し
て

a
≡

b
(m

od
p)

⇔
p
|a
−

b

と
定
め
て
、

a
と

b
は

p
を
法
と
し
て
合
同
と
い
う
。

命
題

2
.2

.
≡
は
整
数
環
Z
上
の
同
値
関
係
に
な
り

a
≡

b
(m

od
p)

c
≡

d
(m

od
p)

}
⇒

{
a

+
c
≡

b
+

d
(m

od
p)

a
c
≡

bd
(m

od
p)

を
満
た
す
。
特
に
、
同
値
類
の
集
合
Z/

pZ
=
Z/

≡
は
環
に
な
る
。



定
理

2
.3

.
環
Z/

pZ
は
体
で
あ
る
。

証
明

.
p
と
互
い
に
素
な
整
数

a
に
対
し
て

a
x

+
py

=
1

と
な
る
整
数

x
,y
が
存
在
す
る
か
ら

a
x
≡

1
(m

od
p)

と
な
り
、

a
の
像
は
Z/

pZ
の
中
で
可
逆
で
あ
る
。

¤

定
義

2
.4

.
環
Z/

pZ
を
F p
で
表
し
、

p
元
体
と
い
う
。



3.
平
方
剰
余

以
下
、

p
を

2
で
な
い
素
数
と
す
る
。

定
義

3
.1

.
p
と
素
な
整
数

a
に
対
し
て
、

p
を
法
と
し
て

a
が
平
方

数
に
な
る
と
き

a
は

p
を
法
と
し
て
平
方
剰
余
と
い
い
、
そ
う
で
な

い
と
き
平
方
非
剰
余
と
い
う
。
す
な
わ
ち
、

a
は
平
方
剰
余

⇔
a
≡

b2
(m

od
p)

(∃
b
∈
Z)

と
定
め
る
。

( a p

)
=

{
1
た
だ
し

a
は
平
方
剰
余

−1
た
だ
し

a
は
平
方
非
剰
余

と
お
き
、

( a p

)
を
ル
ジ
ャ
ン
ド
ル
記
号
と
い
う
。



命
題

3
.2

.
a
≡

b
(m

od
p)
⇒

( a p

)
=

( b p

) .

特
に
、

( a p

)
は
F× p
か
ら
{±

1}
へ
の
写
像
と
見
な
せ
る
。

例
3
.3

.
p

=
7
の
と
き
次
の
よ
う
に
な
る
。

b
0

1
2

3
4

5
6

b2
0

1
4

9
16

25
36

b2
(m

o
d

p)
0

1
4

2
2

4
1

a
1

2
3

4
5

6
( a p

)
1

1
−1

1
−1

−1



4.
p
元
体
と
平
方
剰
余

定
理

4
.1

.
F p
の
乗
法
群
F× p
は
位
数

p
−

1
の
巡
回
群
で
あ
る
。

証
明

.
有
限
ア
ー
ベ
ル
群
の
基
本
定
理
か
ら
、

F× p
∼ =
Z/

n
1Z
⊕
Z/

n
2Z
⊕
··
·⊕
Z/

n
rZ

1
<

n
1
|n

2
|·
··
|n

r

と
な
り
、
位
数
が

n
1
の
元
の
個
数
は

n
r 1
個
で
あ
る
。
一
方
、
F p
は

体
な
の
で
、

x
n

1
−

1
=

0
の
解
は
高
々

n
1
個
で
あ
る
。
し
た
が
っ
て
、

r
=

1
と
な
り
、
F× p
は
巡
回
群
で
あ
る
。

¤



定
理

4
.2

.
a
∈
F× p
と
す
る
と

a
p−

1
2

=
1
⇔

∃b
∈
F p

s.
t.

a
=

b2

が
成
り
立
つ
。
特
に

( a p

)
=

a
p−

1
2

で
あ
る
。
こ
れ
を
、
オ
イ
ラ
ー
規
準
と
い
う
。

証
明

.
α
を
F× p
の
生
成
元
と
し

a
=

α
r
と
す
る
と
、
位
数
は
ち
ょ

う
ど

p
−

1
な
の
で

a
p−

1
2

=
α

p−
1

2
r

=
1
⇔

p
−

1
∣ ∣ ∣p−

1
2

r
⇔

2
|r
⇔

a
=

(α
r 2
)2

と
な
る
。
F× p
は
位
数
が

p
−

1
な
の
で
、

a
p−

1
2

=
±1
で
あ
る
。

¤



5.
ガ
ウ
ス
の
準
備
定
理

F× p
の
部
分
集
合

S
と

T
を

S
=
{1

,2
,·
··

,p−
1

2
}

T
=
{p

+
1

2
,·
··

,p
−

1}
と
す
る
。

a
∈
F× p
に
対
し
て
、

n
p
(a

)
=

]{
s
∈

S
|a

s
∈

T
}

と
定
め
る
。

例
5
.1

.
F p
に
お
い
て

−i
=

p
−

i
な
の
で
、
−S

=
T
で
あ
る
。

よ
っ
て

n
p
(−

1)
=

p
−

1

2
と
な
る
。



定
理

5
.2

.
bf

(ガ
ウ
ス
の
準
備
定
理

)

( a p

)
=

(−
1)

n
p
(a

) .

証
明

.
T

=
−S
な
の
で
、a

s
=

ε s
(a

)u
s(

a
)
(ε

s(
a
)

=
±1

,u
s(

a
)
∈

S
)

と
表
せ
る
。

s 1
6=

s 2
な
ら
ば

u
s 1

(a
)
6=

u
s 2

(a
)
な
の
で
、

a
p−

1
2

∏ s∈
S

s
=

∏ s∈
S

a
s

=
∏ s∈

S

ε s
(a

)u
s(

a
)

=
(−

1)
n

p
(a

)
∏ s∈

S

s

と
な
る
。

∏
s∈

S
s
6=

0
な
の
で
、

( a p

)
=

a
p−

1
2

=
(−

1)
n

p
(a

)

と
な
る
。

¤



定
理

5
.3

.
p
を
奇
素
数
と
す
る
。

(1
)
(第

1
補
充
則

)

( −
1 p

)
=

(−
1)

p−
1

2
=

{
1

p
≡

1
(m

od
4)

−1
p
≡

3
(m

od
4)

(2
)
(第

2
補
充
則

)

( 2 p

)
=

{
1

p
≡

1,
7

(m
od

8)
−1

p
≡

3,
5

(m
od

8)
.

証
明

.
(2

)
p
≡

1
(m

od
8)
と
す
る
。

2s
∈

T
と
な
る

s
∈

S
は

p+
1

2
≤

2s
≤

p
−

1

の
と
き
の
み
。

p
≡

1
(m

od
8)
よ
り
、

s
=

p+
3

4
,·
··

,p−
1

2
と
な
り

n
p
(2

)
=

p−
1

2
−

(p+
3

4
−

1)
=

p−
1

4

で
あ
る
。
こ
れ
は
偶
数
な
の
で
、

( 2 p

)
=

1
で
あ
る
。

¤



6.
平
方
剰
余
の
相
互
法
則

定
理

6
.1

.
(平
方
剰
余
の
相
互
法
則

)
p,

q
を
互
い
に
異
な
る
奇
素
数

と
す
る
。

( q p

)
( p q

)
=

(−
1)

p−
1

2
q−

1
2

.

例
6
.2

.
p

=
3,

q
=

7
と
す
る
と

( 7 3

)
=

( 1 3

)
=

1,

( 3 7

)
=
−1

(−
1)

3−
1

2
×7

−1 2
=

(−
1)

1×
3

=
−1

と
な
る
の
で
、
相
互
法
則
が
成
り
立
つ
。



例
6
.3

.
平
方
剰
余
の
相
互
法
則
を
用
い
て
計
算
し
て
み
る
。

( 10
09

20
03

)
=

( 20
03

10
09

)
=

(
99

4

10
09

)

=

(
2

10
09

)
(

7

10
09

)
(

71 10
09

)

=
1
×

( 1 7

)
( 15 71

)

=
1
×

(
3 71

)
(

5 71

)

=
(−

1)
×

( 71 3

)
( 71 5

)

=
−

( 2 3

)
( 1 5

)

=
−(
−1

)
×

1
=

1



レ
ポ
ー
ト
問
題

.
次
か
ら

2
題
以
上
解
答
せ
よ
。

(1
)
p

=
11

,1
3,

17
,·
··
に
対
し
て
、
平
方
剰
余
の
リ
ス
ト
を
作
れ
。

(2
)
第

2
補
充
則
の
証
明
を
完
成
さ
せ
よ
。

(3
)

( 3 p

)
を
求
め
よ
。

(4
)
適
当
な

a
,p
に
対
し
、
平
方
剰
余
の
相
互
法
則
を
用
い
て

( a p

)
を

求
め
よ
。

(5
)
平
方
剰
余
の
相
互
法
則
を
証
明
せ
よ
。

(6
)

0
で
な
い
整
数

a
に
対
し
て
、
素
数

q(
a
)
(な
い
こ
と
も
あ
る

)
を

q(
a
)

=
m

in

{ p
:
素
数

∣ ∣ ∣ ∣( b p

)
=

1
(∀

b
<

a
),

( a p

)
=
−1

}

と
定
め
る
。

q(
a
)
を

(計
算
機
を
用
い
て

)
求
め
よ
。

(7
)
感
想
を
書
け
。
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