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シンポジウムのプログラムに記載されている講演のタイトルは

Supersingular K3 surfaces in characteristic 2

なのだが，標数 2における超特異K3曲面についての日本語の論説はすでに 2篇書い

ており ([10], [11])，さらにこれらは筆者のホームページからも読むことができる．従っ

てこの論説では，標数が奇素数の体上の超特異K3曲面について得られた結果を中心

に書くことにする．

第1節では，超特異K3曲面のNéron-Severi格子の構造に関するRudakov-Shafarevich

の定理を述べる．この論説に書かれている超特異K3曲面の研究はすべてこの定理を

基礎にしている．第２節では論文 [8]で得られた定理

「すべての超特異K3曲面は P2の 2重被覆である」

を述べる．第３節では，標数 2の超特異K3曲面についての結果を述べる．これが，以

下の奇素数での超特異K3曲面の研究を始める動機となった．第４節では標数 3におけ

る超特異K3曲面を取り扱う．この節の結果は，Singapore 国立大学の De-Qi Zhang

氏との共同研究で得られたものである．詳しくはプレプリント [7]を参照されたい．第

５節では，Hanoi 国立大学の Pho Duc Tai氏による標数 5の超特異K3曲面の最近の

研究を紹介する．

1 超特異K3曲面とそのNéron-Severi格子

標数 p > 0の代数閉体の上で考える．

非特異な射影的曲面Xは，KXが自明で h1(X,OX) = 0であるとき，K3曲面と呼

ばれる．K3曲面X 上の因子の数値的同値類のなすアーベル群に，交点数をもちいて

対称双線型形式をいれて整格子としたものをXの（数値的）Néron-Severi格子といい，

NS(X)であらわす．K3曲面Xは，NS (X)の階数が 22となるとき，（Shiodaの意味

で）超特異であるといわれる．Artin [1] により，超特異K3曲面 X の Néron-Severi

格子 NS (X)の discriminantは

−p2σX (σX は 10以下の正整数)
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と書けることが示された．σX を超特異 K3 曲面 X の Artin 不変量という．Artin-

Shioda-Rudakov-Shafarevichにより，各素数 pおよび正整数 σ ≤ 10に対して，Artin

不変量 σをもつ超特異K3曲面が標数 pの体上存在することが示されている．

Rudakov-Shafarevich [6] により，超特異 K3曲面の Néron-Severi格子は，基礎体

の標数 pと Artin不変量によって完全に決定されることが示された．pを素数，σを

10以下の正整数とする．Λp,σを次の性質を持つ階数 22の格子とする:

• 任意の v ∈ Λp,σに対して v2 ∈ 2Z,

• signatureは (1, 21),

• Hom(Λp,σ, Z)/Λp,σ
∼= (Z/pZ)⊕2σ,

• p = 2ならば , 任意の v ∈ Hom(Λp,σ, Z)に対し v2 ∈ Z.

(Λp,σ は自然に Hom(Λp,σ, Z)に埋め込むことができ，その余核は位数が | disc(Λp,σ)|
の有限アーベル群となること，従って Hom(Λp,σ, Z)上には Qに値をもつ対称双線型

形式が自然に入ることに注意．)

定理 1.1 (Rudakov-Shafarevich [6]) pを素数，σを 10以下の正整数とする．

(1) 格子 Λp,σは存在し，同型をのぞいて uniqueである．

(2) Xを標数 pの体上の超特異K3曲面とし，その Artin不変量は σであるとする．

このとき NS (X)は Λp,σと同型である．

さらに Rudakov-Shafarevich [6] は Λp,σの具体的な構成法も示している．

2 射影平面の 2重被覆としての超特異K3曲面

この節では，標数 pは奇素数であるとする．

G = G(X0, X1, X2)を同次 6次多項式とし，w2 = G(X0, X1, X2) で定義される射

影平面の 2重被覆を

πG : YG → P2

と書く．また，YGの最小特異点解消を

ρG : XG → YG

と書く．Gに対する次の 3条件は同値である:

• XGは K3曲面である，
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• YGの特異点は有理 2重点 (ADE-型特異点)のみからなる，

• πGの分岐曲線 G = 0の特異点は有理 2重点のみからなる．

逆に，Xを K3曲面とし，Lを L2 = 2なるX 上の nef直線束とする．完備線型系 |L|
が固定成分をもたなければ，|L|は Xから P2への射 Φ : X → P2を定め，ある同次 6

次多項式 Gが存在して Φ : X → P2の Stein分解は

X = XG
ρG−→ YG

πG−→ P2

と一致する．

命題 2.1 (Nikulin [5]) X を K3 曲面，L を L2 = 2 なる X 上の nef 直線束とし，

[L] ∈ NS (X)をその数値的同値類とする．完備線型系 |L|が固定成分をもたないため
の必要十分条件は，

{ u ∈ NS(X) | u2 = 0, u[L] = 1 }

が空集合となることである．

命題 2.2 (Rudakov-Shafarevich [6]) X を K3曲面とし，v ∈ NS(X)を v2 > 0なる

ベクトルとする．このとき，NS(X)の格子としての自己同型 φで，φ(v)が nef直線

束の数値的同値類となるものが存在する．

定理 1.1および命題 2.1, 2.2を組合わせることにより，(p, σ)に関する次の３つの命

題は同値であることがわかる:

• 標数 pにおける Artin不変量 σの各超特異K3曲面に対し，ある同次 6次多項

式 Gが存在して，Xは XGと同型になる;

• 標数 pにおける Artin不変量 σの超特異K3曲面で，P2の 2重被覆と双有理に

なるものが存在する;

• Λp,σには，h2 = 2かつ {u ∈ Λp,σ | u2 = 0, uh = 1} = ∅ なるベクトル hが存在

する．

Rudakov-Shafarevichによる Λp,σの具体的な構成法を用いて，奇素数 pおよび Artin

不変量 σのペア (p, σ)すべてに対し，Λp,σが {u ∈ Λp,σ | u2 = 0, uh = 1} = ∅ をみた
すノルム 2のベクトル hをもつことを示した．従って次を得る．

定理 2.3 ([8]) 奇素数における任意の超特異K3曲面は，射影平面の 2重被覆と双有

理である．
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次の節で示すように，標数 2においても，任意の超特異K3曲面は射影平面の 2重被

覆と双有理である．

3 21個の通常 2重点をもつK3曲面

以後，有理 2重点のみを特異点としてもつ射影的曲面でその最小特異点解消が K3

曲面であるものを，正規K3曲面と呼ぶ．

論文 [9]において次の定理を示した．

定理 3.1 21個の通常 2重点 (A1-型特異点)をもつ正規K3曲面は標数 2においてのみ

存在する．（この正規K3曲面の最小特異点解消は，もちろん超特異K3曲面となる．）

定理 3.2 標数 2における任意の超特異K3曲面は 21A1をもつ双有理モデルを有する．

より詳しく，次を示した．基礎体の標数は 2 であるとする．同次 6 次多項式 G =

G(X0, X1, X2)に対し，

YG → P2

により，w2 = Gで定義される P2の純非分離 2重被覆をあらわす．

命題 3.3 同次 6次多項式全体のなす空間H0(P2,O(6))の部分集合

U := { G ∈ H0(P2,O(6)) | Sing(YG)は 21個の通常 2重点からなる }

は空でない Zariski開集合である．

定理 3.4 標数 2における任意の超特異K3曲面 X に対し，ある G ∈ U が存在して，
Xは YGの最小特異点解消と同型になる．

例 3.5 方程式

w2 = X0X1X2(X3
0 + X3

1 + X3
2 )

により定義される曲面 YDKは，P2の F4-有理点の集合（21個の点からなる）上に特

異点をもち，YDKの最小特異点解消は Artin不変量が 1の超特異K3曲面になる．こ

の双有理モデル YDKは，Dolgachev-Kondo [4]による Artin不変量 1の超特異K3曲

面の自己同型群の決定において重要な役割をはたした．逆に，G ∈ U に対し，YGの

最小特異点解消の Artin不変量が 1になれば，YGは YDKと P2上同型になることも証

明できる．
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代数曲面は，その関数体が基礎体の純超越拡大に含まれるとき単有理であるといわれ

る．有理曲面の純非分離拡大として得られる曲面は単有理である．従って，Rudakov-

Shafarevichにより証明された次の有名な事実が系として得られることになる．

系 3.6 標数 2における任意の超特異K3曲面は単有理である．

4 10個の通常尖点をもつK3曲面

論文 [7]においては，10個の通常尖点 (A2-型特異点)をもつ超特異K3曲面を調べ

た．これは，標数 0において 9個の通常尖点をもつ K3曲面を調べた Barthの仕事

（ [2, 3]）の超特異K3曲面への一般化と見ることもできる．

定理 4.1 10個の通常尖点をもつ正規K3曲面は標数 3においてのみ存在し，その最

小特異点解消の Artin不変量は 6 以下である．

定理 4.2 標数 3における超特異K3曲面は，Artin不変量が 6 以下なら，10A2をも

つ双有理モデルを有する．

以下，標数 3の代数閉体の上で考える．

2次曲面

Q := P1 × P1 ⊂ P3

を考える．Q上の同次 (3, 3)-次多項式

G = G(x0, x1; y0, y1)

に対し，w3 = Gで定義されるQの純非分離 3重被覆を

YG → Q

と書く．Gが一般的ならば，YGは K3曲面になる．（YGは P4において Qを底空間と

する錐と 3次超曲面の完全交叉になる．）

命題 4.3 Q上の同次 (3, 3)-次多項式全体のなす空間H0(Q,O(3, 3))の部分集合

U := { G ∈ H0(Q,O(3, 3)) | Sing(YG)は 10個の通常尖点からなる }

は空でない Zariski開集合である．
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定理 4.4 標数 3における任意の超特異K3曲面Xに対し，X の Artin不変量が 6以

下なら，ある G ∈ Uが存在して，X は YGの最小特異点解消と同型になる．

例 4.5 方程式

w3 = (x3
0 − x0x

2
1)(y

3
0 − y0y

2
1)

により定義される曲面は 10個の通常尖点をもち，その最小特異点解消は Artin不変量

が 1の超特異K3曲面になる．

標数 2の場合と異なり，Artin不変量が 1の超特異K3曲面の双有理モデルとなる

YG (G ∈ U)は Q上の同型を除いて unique，ということは成り立たない．長さ 10の

ternary codes (F10
3 に部分空間)の分類から，すくなくとも 7個の Q上同型でない双

有理モデルが存在することがわかっている．Artin不変量が 1の超特異 K3曲面に対

するこれらの双有理モデルをすべて決定することは大変おもしろい問題であると思わ

れる．ちなみに，標数 3における Artin不変量 1の超特異K3曲面（4次の Fermat曲

面）の自己同型群はまだ決定されていない．

再び Rudakov-Shafarevichにより証明された次の事実の別証明を得る．

系 4.6 標数 3における Artin不変量が 6以下の超特異K3曲面は単有理である．

5 5個の A4-型特異点を持つK3曲面

この節は，Pho Duc Tai氏による現在進行中の仕事の紹介である．

標数 5の代数閉体の上で考える．

f(x0, x1)を 2変数の同次 6次多項式とし，

x5
2x1 − f(x0, x1) = 0

で定義される射影 6次曲線を Cf と書く．また，

w2 = x5
2x1 − f(x0, x1)

により定義される P2の 2重被覆を Yf → P2を書く．

命題 5.1 同次 6次多項式全体のなす空間H0(P1,O(6))の部分集合

U := { f ∈ H0(P1,O(6)) | Sing(Cf )は 5個の A4-型特異点からなる }

は空でない Zariski開集合である．
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定理 5.2 標数 5における任意の超特異K3曲面Xに対し，X の Artin不変量が 3以

下なら，ある f ∈ Uが存在して，Xは Yf の最小特異点解消と同型になる．

Yf は wおよび x = x0/x1をアフィン座標にもつ有理曲面の純非分離拡大と見るこ

とができる．従って次を得る:

系 5.3 標数 5における Artin不変量が 3以下の超特異K3曲面は単有理である．

標数 5で Artin不変量が 3のときの超特異K3曲面の単有理性は，

「すべての超特異K3曲面は単有理であろう」

というArtin-Shioda予想の新しい肯定的証拠である．(Artin不変量が 2以下の超特異

K3曲面は，奇素数では Kummer曲面になるので，Shioda [12]により単有理性が証明

されている．)
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