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��� 正規数とは？

� � 
�� �
�

���
�� を、実数 のｒ進展開とする。０，１、・・・、ｒ－１の任意のｎ個組 �� �

���� ��� ���� ��� に対して、����� ��� を ��� � � ��のなかに現れる�ｎ の度数とする。すべてのｎ、�ｎ
に対して ����� ����	 � ���　（ｋ��）のとき、ｘをｒ進正規数と呼ぶ。殆ど全ての実数は任
意のｒに対して正規数である。例えば２進正規数の具体例は �����������������������・・・により

構成できる。ところが
�
２、π、� などの具体的な無理数が正規数かどうかは不明である。

��� 数値実験

　以下の �言語プログラムによりファイルから配列 �に小数点第一桁目小数点第二桁目、・・・が

入り、配列 �に値が入るごとに配列 �１ に０から９までの個数が、�２ に０から９９までの個数

が、�３ に０から９９９までの個数が、�４ に０から９９９９までの個数がはいる。このプログラ

ム上では１００万－４桁まで調べている。調べた数は
�
２、�、オイラー定数、π、���２である。
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例
�
２を例にとると、�１
�� � ����万－４桁までの０の個数� � ��	���

プログラムは
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��� 計算結果

データが膨大なため、それぞれの数のおいて、一桁区切りと二桁区切りのみ表示する。表は

�CC�CC・・・CC(

��CC��CC�"CC・・・CC�(

��CC・・・

の順で並んでいる。

���
"

(('��CC('("#CC���#�$CC����(�CC����"�CC����$$CC((''%CC�����'CC���##�CC����"�CC
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$��#CC#(%%CC#('"CC#('%CC$�'"CC$��(CC#(%#CC$�(#CC#('�CC#(%�CC#("�CC#($�CC$��#CC
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�� 1 #(((('

��� データの解析

期待されたように、どの数も一桁、二桁、三桁、四桁に区切ると、１０％、１％、０．１％、０．

０１％ぐらいの頻度で現れるが、区切る数を増やすごとに誤差も大きくなっていることが分かっ

た。
�
２ の一桁と二桁のみの頻度（％）を下に示す。

(�('��#�CC(�'("##�CC����#�$#�CC�����(�#�CC�����"�#�CC�����$$#�CC(�(''%#�CC������

'#�CC����##�#�CC�����"�#�CC

�����"�#CC�������#CC��('$#�#CC��((#%�#CC�����#�#CC�����%�#CC��(&%#�#CC���"�#�#CC

����$��#CC��(("%�#CC��(&""�#CC��('%"�#CC��((�%�#CC��(''��#CC��(((%�#CC��(&�"�#CC

��(&���#CC��(&���#CC��((#"�#CC��((&#�#CC��((�"�#CC��((('�#CC���"�"�#CC���"�#�#CC

����"%�#CC��(('"�#CC��('�'�#CC��((("�#CC����""�#CC�������#CC����$%�#CC�����#�#CC

��('$��#CC����"'�#CC����$��#CC��((�%�#CC��(("#�#CC�����"�#CC���"(%�#CC��('''�#CC

����$"�#CC��(&"%�#CC��('"%�#CC����'%�#CC��('#%�#CC����(#�#CC��((#��#CC�����"�#CC

�����"�#CC����"��#CC��((�"�#CC��(("%�#CC�����#�#CC���"##�#CC����'"�#CC��(&�%�#CC

����$��#CC��((#"�#CC����(��#CC���"#"�#CC����&"�#CC��((�'�#CC����''�#CC��(($%�#CC

��('�'�#CC����'%�#CC���"�"�#CC�����%�#CC���"�"�#CC���"""�#CC��(%&'�#CC����"��#CC

����#'�#CC��(&(#�#CC���"#"�#CC����&"�#CC��('�%�#CC����#%�#CC��(''%�#CC����%��#CC

����'#�#CC��(('%�#CC��((%#�#CC�����#�#CC��('�'�#CC����#"�#CC��('(#�#CC���""'�#CC

����""�#CC��((''�#CC��((���#CC��(%$#�#CC����("�#CC��(&(#�#CC����#��#CC��('%%�#CC

��('&#�#CC��(&("�#CC��(($��#CC����%��#CC

しかしこの解析の仕方ではこれ以上のことは分からなかった。

��� �
�検定での解析

�
�を例にとる。今

�
� � ��������� � � �の �����������・・・を独立で一様な確率変数列と仮定する。

���
自由度� �実測値�理論値��

理論値
を計算する。
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＊添え字は区切りの桁数を表す。　計算結果は

表 �� それぞれの数の �� の値
�

�
２ � ����� π ����

��
�

����� ���� ���� ���� 	���
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��
�

�������� ������� �������� �	���� ��������

確率変数 �が自由度ｎの �� 分布に従う�
�の確率密度関数が


��� �
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�����������

���
�
�����

�� � ��

　 � �� � ��

���

　で与えられる。

これを元に、���× �� 

� 表の値
�


�����を計算する。

表 �� それぞれの数の �� の値のｐ値
�

�
２ � ����� π ����

��
�

��� �	�� ���� �	�	 �	��

��
�

��	 ���� ���� ���� ����

��
�

���� 	�� ���� ���� ����

��
�

���� �	�� ��� 	��� ����

値は％で示している。

この値が、０パーセントに近い場合は数の分布が理想から離れていると思える。また逆に１００

パーセントに近い場合は数の分布が理想に近すぎると推察できる。今、表から
�
２の ��

�
の !値

は２．８である。このことについて考察する。���万桁 	桁まで
�
２の近似値を取るとき、この

値は小さいままであろうか？数値実験の結果以下のように００から９９までの数がえられた。

����"CC ((��CC ('&$CC (((&CC��"�'CC���$�CC����(CC����#CC ((&"CC����"

((�"CC ((""CC (($�CC���"�CC ((##CC ('"�CC ((&$CC (('�CC ((�%CC ('%�

(((�CC ((($CC����%CC (('$CC����"CC ('$#CC���"�CC�����CC ((%'CC���%�

(("&CC���""CC���&#CC���&"CC�����CC���%�CC ((��CC ((#"CC���'&CC ((�&

�����CC ('"&CC���%#CC���'�CC ((�%CC���$#CC (($#CC (('�CC���%�CC (($�

	



('"#CC ('&'CC���'�CC ((("CC����(CC (("�CC ((&(CC ((�'CC ((&"CC���$(

���%�CC (("�CC��"$�CC (("'CC ((�'CC��"""CC���#(CC���$�CC���#%CC���$"

('#'CC���'"CC ('#�CC ('"�CC���##CC����(CC ((%$CC���"$CC ((�$CC��"�%

����"CC���"%CC (('�CC (($&CC ((($CC���&'CC���&"CC���%�CC����#CC���%"

((#�CC (&$$CC���"�CC ('$"CC���(&CC ((�#CC (((�CC ((��CC ('&(CC����"

この表の数について、同様の計算を行う。
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であることが分かる。

つまり ���万桁まで調べたとき、これら �つの数が正規数ではないとは言い切れないのである。

��� 信頼区間
�

�を例にとる。０の出る確率は１０％ぐらいであることは分かるが、どれほどの信頼度がもて

るのであろうか？今０の出る確率を !、１から９までが出る確率を１－ｐとする。この試行をｎ回

繰り返したとき、一回一回の試行が独立であると仮定するとき、０がでる回数を表す確率変数を�

とする。このとき ��ｋとなる確率は

� �� � 	� �� ���
���� �����である。�はこれを確率密度関数にもつ２項分布となる。一般にｎ

が十分大なるとき、（応用上はｎ � ��）�項分布 "�#�!�は正規分布 $�#!�
�
����� ���に分布収

束する。つまり� � � ����
�
����� ��� （ｎ；大）ここで２項分布"�#�!�の期待値�分散はそれ

ぞれ

�����#!

%����#!�� !�

である。確率変数 �を一次変換して

� �
� � �����

� ���
とすれば、� � � ��� ��である。

いま標準正規分布の９９．９％点は３．２９１、つまり &�｜�｜� ������������である。

ここで試行の回数ｎは９９９９９６であり、９９９９９６回までに０の出た回数 'はデータから

'�９９８１３である。ｐの点推定としてｐ � �
�
	 �����	�を用いると、

�
� ��� 	 ��������より、

９９．９％の信頼度で ' �����
�
� ��� � ���� � '(�����

�
� ���である。

整理すると !の範囲は

�������� � � ������	�となる。このようにするとある数字が出る確率の範囲を、任意の信頼度で

調べることができる。

また�例えば０が出る確率をｐ、１が出る確率をｑ、２から９までが出る確率を � ! )とする。す

ると０が出る回数と１が出る回数を表す分布は３項分布となる。これもまた２次元の正規分布にｎ

が十分大なるとき、分布収束することが認められるので、上のような議論を使えば０が出る確率の

ｐと１が出る確率のｑの範囲を（ただし２次元的な領域となる）任意の信頼度で求めることができ

る。

�



このようなことを
�
２、�、オイラー定数、π、���２それぞれの数に対して適用し、０から９

までの出る確率の任意信頼度の信頼区間、００から９９まで出る確率の任意信頼度の信頼区間、・・・

を求めることは可能である。

��� 自然言語に現れる数の分布

自然言語は人間が話す言葉や、新聞、広告の値段など満ち溢れている。人が使う言葉なのでそこ

には自然に偏りが生まれるであろう。特に経済などでよく使う数字は０や１であろう。この仮説を

調べる。次は信頼できるサイト �*+,����-.�/����および ���01��からダウンロードしたある３日

間の経済のデータである。

*+,��

順位 コード 市場 名称 取引値 前日比 �パーセント� 出来高

� ���	 2�34�5 �株�ビジネスブレイン太田昭和 ���� ����� ��� (�� (����	 ������

� ���� 東証 �部 明星電気 �株� ���� ����� ��	 (�� (����� ��	������

� ���� 大証 �部 浅香工業 �株� ���� ����� ��� (�� (����� 	�����

� ���	 2�34�5 ＭＯＲＥＳＣＯ ���� ����� ������ (����� (����� �����

� ���� 名証 イビデングリーンテック �株� ���� ����� �	����� (������ (����� �

� ���� マザーズ タカラバイオ �株� ���� ����� �	����� (������ (����� ���	��

� ���� 2�34�5 �株�ディースリー・パブリッシャー ���� ����� ������� (������ (���	� ���

・

・

・

�-.�/���

順位�市場�コード�会社名 �取引値 �前日比 �パーセント� �出来高 �売買代金 ����万円� �時価総

額 �億円�

� 2�34�5 ���	 ビジネスブレイン太田昭和 ��� �� ����	 ������ � ��

� 東証 �部 ���� 明星電気 ��	 �� ����� ��	������ ��� ���

� 大証 �部 ���� 浅香工業 ��� �� ����� 	����� �� ��

� 2�34�5 ���	 ＭＯＲＥＳＣＯ ������ ����� ����� ����� �� ��

� 東証マザーズ ���� タカラバイオ �	����� ������ ����� ���	�� ����� ���

� 2�34�5 ���� ディースリー・パブリッシャー ������� ������ ���	� ��� �	 ��

・

・

・

���01�

順位 コード 銘　柄　名 値上がり率 �％� 取引値 �円��

� 	����東 � パシフィックマネジメント �株� (����� �������

� �����東 � 日本コンベヤ �株� (����� ���

� 		���東 � �株� 大京 (����� ���

� �����東 � 三菱自動車工業 �株� (����� ���

� �����東 � 住友石炭鉱業 �株� (���� ���

��



� �����東 � ケネディ・ウィルソン・ジャパン �株� (���� �������

� ���	�東 � �株� 明電舎 (	��� ���

・

・

・

この �つのデータの０から９までの個数と割合を調べた結果を下の表に示す。

表 �� *+,��の場合の数の分布 ��から９まで�

計 ��			個 � � � � � � � � 	 �

個数 ����� ����� ���� ���� �	�� ���� ���� ���� ��	� ����

パーセント ����� ���	� ���� ���� ���� 	��	 ���� ���	 ���� ����

表 �� �-.�/���の場合の数の分布 ��から９まで�

計 �����個 � � � � � � � � 	 �

個数 ����� ���� ���� ���	 ���� ���� �	�� ���� ���� ����

パーセント ����� ����� ����� ���� 	��� 	��� ���� ���� ���� ����

表 �� ���01�の場合の数の分布 ��から９まで�

計 �����個 � � � � � � � � 	 �

個数 ��	� ���� ���� ���� ��	� ���� ���� ���� ���� ����　

パーセント ����� ����� ����� ���	� ���� ���	 ���� ���� ���� ����

�桁ごとに区切った場合、つまり００～９９までの個数表は次に示す。ただし -行 6列（� � � �
�� � � � � �）は ��7-(6の個数を表す。

これらをヒストグラムにしたものを次に示す。表は *+,����-.�/�������01�の順である。

��



表 �� *+,��の場合の数の分布 ���から９９まで�

計 ��			個 � � � � � � � � 	 �

� ���� 	�� ��� ��� ��	 ��� ��� ��� ��� ���

� �	� ���� ��� ��� ���� 	�� ��� ��� ��� ���

� ��� ��� ��� ��	 �	� ��� ��� ��� ��� ���

� ��� ��� ��� ��� �	� ��� ��� �	� ��� ���

� ��� ��� ��� ��� ��� �	� ��� ��� ��� ���

� 	�� ��� ��� �		 ��� ��� ��� ��	 ��� ��	

� ��� ��� ��� �	� ��� ��� ��� ��	 ��	 ���

� ��� ��� ��� ��� ��	 ��� ��� ��� �� ���

	 ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��

表 �� �-.�/���の場合の数の分布 ���から９９まで�

計 �����個 � � � � � � � � 	 �

� ���� ��� �	� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

� ��� ��� ��� ��� �	� ��� ��� ��� ��� ���

� ��	 ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� �	�

� ��� ��� ��� ��	 ��� ��	 �	� ��� �		 ���

� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

� ��� ��� ��� ��	 �	� ��	 ��� ��� ��� ���

� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� �	� ��	 ���

� �	� ��� ��� �	� ��� ��� ��� ��� ��� ���

	 �	� ��� ��� ��	 ��	 ��� ��� ��� ��� ���

� ��� ��� ��� ��� ��	 ��� ��� ��	 ��� ���

表 	� ���01�の場合の数の分布 ���から９９まで�

計 �����個 � � � � � � � � 	 �

� ��� ��� ��� ��� ��� �� �� �� �� �� 　

� ��� ��� ��	 ��� ��� ��� �� �� �� ��　

� 　 �� ��� ��� ��� ��� �� 	� ��	 �� 	�

� 　 �� ��� ��� �� �� �� �� 	� �� ��

� 　 �� ��� �� �� �� �� �� �� �� �	

� 　 ��� �� 		 �� �� �� �� �� �� ��

� 　 �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��

� 　 �� �� �� �� �� �� �� �	 �� ��

	 �� �	 �� �� �� �� �� �� �� ��　

� 　 �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��

��



��



この上のグラフは、最手前、最左が００、最奥、最右が９９となっている。表から０と１の出現

回数が非常に多いことが分かる。また００や１１など０や１を基にした数なども多いことが分か

る。さらに �社ともグラフの形状は差異はあるものの、近いとみてよいだろう。

このように人工的に作った数は�
�
２、�、オイラー定数、π、���２にくらべ偏りが大きい。逆に

いえば、ある不明な文字や数字のデータについて、その中に現れる数字の頻度をカウントし、もし

その分布が今調べたような分布に近ければ、そのデータは経済のデータである可能性が強いのであ

るといえよう。

��	 反省

・プログラムは数の区切り方は前から一桁区切り、二桁区切り、三桁区切り、四桁区切りとして

いる。例えば二桁区切りについては、４１４２１３５・・・を４１、４２、１３、５　・・・と区切る

やり方と４、１４、２１、３５、・・・と区切るやり方の �種類があるが、私のやり方は前者のみを

採用している。そのため数に偏りでる可能性があることを加味せねばなるまい。ところが正規数の

定義はその区切り方によらず定義されていることが驚くべきことである。

・
�

� � ��������� � � �の �����������・・・を独立で一様な確率変数列と仮定する。」としたが、明らか

にこの仮定は偽である。

��



・研究当初から、このようなアプローチでは数の正規性を探ることはできないだろうということは

わかっていた。しかし、実際に調べてみることはそれなりに価値があったと信じている

。・経済のデータだけでなく、様々な人工的に作られた文章などを調べてみたかった。しかし経済

のデータ以外は非常に数字が少ないため、十分な量の数字を集めるには、さらに多量の元のデータ

が必要であったため実現できなかった。
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