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第1章 通信

インターネット通信を念頭におく。

1.1 暗号

1.1.1 イントロダクション

Aliceは Bobにメッセージを伝えたいとする。

定義 1.1.1. 暗号（鍵なし）とは、平文 (plain text)の集合と呼ばれる集合P、暗号化文 (ciphered

text)の集合と呼ばれる集合C、暗号化関数 (encrypting function)と呼ばれる写像 e : P → C、

復号化関数 (decrypting function)と呼ばれる写像 d : C → P で、任意の m ∈ P に対して

d(e(m)) = m となるものである。

Aliceは P,C, eを計算できる計算機を持ち、Bobは P,C, dを計算できる計算機を持つ。

Aliceがメッセージm ∈ P を送りたいとする。Aliceは e(m)を危険な通信路（第三者Oscar

が盗聴できる通信路）を用いて Bobに送る。Bobはもらった e(m)に対して f(e(m))を計算

することで元のmを知ることができる。Oscarは e(m)を知ることができるが、そこからm

を推測することは必ずしもできない。安全な暗号を作るには、推測が困難なように eを設計す

る必要がある。

定義 1.1.2. N を自然数とする。Z/N := {0, 1, . . . , N − 1}と置く。Z/N における和、差、積
はすべて mod N で（すなわち、いちいちN で割った余りをとって）計算することで、Z/N
の元を与える。これにより、Z/N は単位元をもつ可換環となる。N が素数 pであるとき、Z/p
は体となる。

例 1.1.3. (Caesar暗号) アルファベット 26文字を Z/26 = {0, 1, . . . , 25} と順番に一対一対応
させる。そして P = C = Z/26とし、e(m) := m+ 3, d(m) := m− 3 とおく。d(e(m)) = m

なので、これは暗号である。

実際には、メッセージはアルファベットからなる列m1,m2, . . . である。この場合、Aliceは

e(m1), e(m2), . . . を暗号化文として Bobに送る。Bobはそれぞれの元に d を施して復号する。

Oscarは、e(m1), e(m2), . . .に対し、k = 0, 1, 2, . . . , 25について e(m1) − k, e(m2) − k, . . .

を計算する。アルファベットに直したとき、意味の通る文になっていれば、その k が正しい

「カギ」であることがわかる。この場合は k = 3である。こうして、Caesar暗号は容易に破ら

れる。

さて、世界には沢山の人がインターネットなどで通信している。それらの人が同じアルゴリ

ズム（あるいはプログラム）で暗号化通信をできれば、便利である。（というより、通信した
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い二人がいるごとに、e, dをまったく別の方法で作るということは非現実的である。）そこで、

鍵の集合K というものを考えて、k ∈ K ごとに ek : P → C, dk : C → P で暗号となってい

るものを考えるのがふつうである。このとき、通信したい二人はK の元 kを一つとり、ek と

dk で上述のような暗号化通信を行う。

定義 1.1.4. 暗号（鍵あり）

平文の集合P、暗号文の集合C、鍵の集合と言われるK があり、各k ∈ Kに対し ek : P → C,

ek : C → P が上の意味で暗号となっているとき、共有鍵暗号という。

1.1.2 Diffie-Hellman鍵共有

Aさんと Bさんが直接会ったりせずに、Cさんに見られている通信路を使って鍵を共有す

ることはできないか？

⇒ Diffie Hellman鍵共有　 (1976, 最初に提案された公開鍵暗号)

Gを離散ログ問題を解くのが難しい群 (Gの元 hと gから gn = h なる自然数 nを計算する

のに宇宙の寿命以上の時間がかかるような群) とする。

以下、簡単のため、Gは位数が素数 pの巡回群とする。

1. a ∈ Gを決めて、a,Gをみんなに公開する。

2. Aさんは n ∈ Z/pをでたらめに選ぶ (だれにも教えず記録しておく)

3. Bさんはm ∈ Z/pをでたらめに選ぶ (だれにも教えず記録しておく)

4. Aさんは、an を計算して通信路で Bさんに送る

5. Bさんは、am を計算して通信路で Aさんに送る

6. Aさんは、受け取った数を n乗して結果を鍵とする

7. Bさんは、受け取った数をm乗して結果を鍵とする

事実：ある種の Gでは、pが大きいとき、a ∈ Gに対して an を計算することは計算機を

使えば容易だが、aと an が与えられて nを求めることは計算が著しく難しい (離散対数問題

discrete log problemという)。有限体上の楕円曲線の有理点のなす群はこのような性質を持つ

と思われている（一部例外除く）。

1. Cさんが見られる情報：a, an, am, G

2. Aさんだけが持っている情報 n

3. Bさんだけが持っている情報m

4. Bさんが送ってきたものを n乗すれば Aさんは (am)n を得る

5. Aさんが送ってきたものをm乗すれば Bさんは (an)m を得る

Gでは (am)n = (an)m。これにより、Aさんと Bさんが秘密の共有鍵をもつことができる。

(これを暗号の鍵として使う)。
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注意 1.1.5. a, an, am, Gから anmを求める問題を DH問題という。離散対数がもとまれば解

ける。DH問題から離散対数問題がとけるかは未解決。

レポート問題 1. 上の「Gでは (am)n = (an)m」を示せ。

一般に、aが半群の元なら (am)n = (an)m となることを証明せよ。

結合法則が成り立たない場合には、これが成立しない例があることを示せ。

1.1.3 どのような群が暗号に使えるか

ρ : G → Aut(X), X が小さい集合だと、軌道を調べて DLPがとけてしまう。

有望なのは G = F×
p p素数、21024 以上 G = F×

q q ≥ 21024

一番ポピュラーなのがGを有限体上の楕円曲線の有理点のなす群とするものである。（楕円

曲線暗号）Gの位数は ≥ 2250 （電子カードなどでは、使えるメモリが限られているので後者

が有利）

1.2 楕円曲線

1.2.1 イントロダクション

K 体

K 上の楕円曲線 E とは、K 上の種数 1の非特異 proper代数曲線で、E(K)が指定されて

いるもの。

(Hartshorn)

この定義を説明するのは大変。初等的な言葉で述べられることを述べる。

1.2.2 Weierstrass Equations

K 上のWeierstrass equationとは y2 = x3 +Ax+B, A,B ∈ K ただし 4A3 +27B2 ̸= 0 の

こと。これは elliptic curve E を与える。

条件は、式の右辺が重根をもたないことと同値。

K ⊂ L拡大体のとき、E(L)とは上の Lにおける解の集合に、∞という元を付け加えたも
の。これが群の台集合になる。

一般化Weierstrass equations: y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6 標数 2,3でないと

きはWeierstrass equationにできる。

1.2.3 K=Rの場合

y2 = x3 − x, y2 = x3 + 1

∞は y軸にそって∞にある点（あとで説明）∞を通る直線とは、x = c。
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1.2.4 群演算

K 体Weierstrass equation において、∞ ∈ E(L)を 0元とし、E(L)の点 P1, P2, P3が一直

線上にあるとき、P1 + P2 + P3 = 0 となるよう演算 +を定義する。

P の y座標の符号を反転したものが −P となる。

(x1, y1), (x2, y2)を座標とすると

P1 ̸= P2 の場合、P1, P2 を含む直線 Lをもとめる。傾きm = y2−y1

x2−x1

x2 = x1 のとき：Lは∞を含む。P1 + P2 + 0 = 0より P1 + P2 = 0.

そうでないとき：y = m(x− x1) + y1.

代入すると 0 = x3 −m2x2 + · · ·
根と係数の関係から

x = m2 − x1 − x2。

y = m(x− x1) + y1 (L上にのる。)

(x,−y)が P1 + P2 である。

P1 = P2 のときは、「接線」を引く。実数体以外一般の体では、y2 = x3 + Ax + B と

y = m(x− x1) + y1 が (x− x1)で重根をもつようにmを定める。

yを消去して

(m(x− x1) + y1)
2 = x3 +Ax+B

この式の左辺引く右辺が (x− x1)
2 で割り切れればよい。(x− x1)

2 で割った余りを考えると

2my1(x− x1) + y21 − x3 −Ax−B

y21 = x3
1 −Ax1 −B を代入して

2my1(x− x1) + (x3
1 − x3) +A(x1 − x)

これは (x− x1)で割り切れて商が 2my1 − (x2 + xx1 + x2
1)−A これがもう一度 (x− x1)で割

り切れる必要十分条件は 2my1 − 3x2
1 −A = 0.

y1 = 0のとき、3x2
1+A ̸= 0である。これは、x3+Ax+Bが x1を根に持つが重解をもたな

いことから従う。(一般の体で、多項式 f(x)の微分が定義できる。「f(x1) = 0かつ f ′(x1) = 0」

が f(x)が (x− x1)
2 で割り切れることと同値。) よってこのようなmは存在しない。このと

き接線は x = x1。実際、y2 = x3
1 + Ax1 + B = 0は重根をもつ。この直線の E(L)との交点

は∞である。
y1 ̸= 0のとき、m =

3x2
1+A
2y1

と定まる。（ただし、体の標数が 2でないときのみ。標数 2の

ときには、Weierstrass equationは特異点をもち、楕円曲線を与えない。）

mが定まれば、x = m2 − 2x1

y = m(x− x1) + y1

で (x,−y)が P3。

可換群の公理を満たすことの証明は、associativity以外はやさしく、associativityは難しい。

まとめ

定義 1.2.1. E をWeierstrass equation y2 = x3 + Ax+ B が与えるK 上の楕円曲線とする。

拡大体K ⊂ Lに対し、E(L)は次の二項演算 +を持つ。

P1, P2 ∈ E(L) とする。P3 = P1 + P2 を以下のように定義する。
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1. いずれかが∞ なら P +∞ = ∞+ P = P で定義

2. どちらも∞でないとき、P1 = (x1, y1), P2 = (x2, y2)とおく。

3. x1 ̸= x2 のとき、m = y2−y1

x2−x1
とおく。P3(x3, y3) とするとき、x3 = m2 − x1 − x2,

y3 = m(x1 − x3)− y1.

4. x1 = x2, y1 ̸= y2 のとき、P1 + P2 = ∞.

5. P1 = P2 かつ y1 ̸= 0のとき、m =
3x2

1+A
2y1

とおいて

x3 = m2 − 2x1

y3 = m(x1 − x3)− y1.

6. P1 = P2 かつ y1 = 0のとき、P1 + P2 = ∞.

定理 1.2.2. (E(L),+)は∞を単位元とする可換群である。

1. P1 + P2 = P2 + P1

2. P +∞ = P

3. P の y座標の符号を反転させたものを P ′ とすると P + P ′ = ∞

4. (P1 + P2) + P3 = P1 + (P2 + P3) (associativity)

associativity 以外の証明は自明である。associativityの証明は、定義に基づいて数式処理シ

ステムで計算することで確かめられる。

自然な証明は、E(K)が EK の次数 0の因子類群 (divisor class group)と一対一対応である

ことを示すものであるが、ここでは触れない。

注意 1.2.3. 実は、K の標数が 2の時には、Weierstrass equationは特異曲線となり楕円曲線

を与えないし、上の計算は実行できない。

レポート問題 2. K の標数が 2の時には、上の計算はどこで破たんするか？

レポート問題 3. x3 +Ax+B = 0に重根があるときには、上の計算はどこで破たんするか？

1.2.5 複素数体上の楕円曲線

C上の楕円曲線Eに対し、E(C)は二次元トーラスと位相的に同型になる。それどころか、R
上一次独立な 1, τ (τ ∈ C)が存在して、C/ < 1, τ >Zと複素多様体としても、位相群としても

同型になる。可換群 Aに対してその n-torsion（捻じれ）pointの集合を A[n] := {a | na = 0}
とおくと、

E(C)[n] = { i
n
+

j

n
τ | i, j = 0, . . . , n− 1}

となり、群としては Z/n× Z/nと同型である。ふしぎなことに、有限体でもこれに似た現象
が観察される。
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1.2.6 元の n倍

(G,+)を加法群とし、n ∈ N, P ∈ Gとする。nP を計算するには、nを二進展開し（j桁と

する）、P , 2P , 4P = 2P + 2P , . . . , 2jP = 2j−1P + 2j−1P と順番に計算して、二進展開に合

わせて足すことで、たかだか 2 log2(n)回の Gでの和で計算できる。

一般に、例えばK = Qのとき E(K)でこういう計算をするのは大変である（分母・分子が

爆発的に増大する）が、K = Fp (あるいはより一般に Fq)のときには、x, y 座標ともにこの

有限の体の中で計算ができるためにこの問題は起きない。

1.2.7 アファイン空間と射影空間

K を代数閉体とし、nを自然数とする。An(K)で、KnをあらわしK 上の n次元アファイ

ン空間という。An(K)の部分集合で、ある定数でない多項式の共通零点

Z(f) := {(x1, . . . , xn) ∈ Kn | f(x1, . . . , xn)}

となっているものをアファイン代数超曲面という。特に n = 2のとき Z(f)を「f が定義する

アファイン平面代数曲線」という。

レポート問題 4. アファイン平面代数曲線は、空集合ではないことを示せ。（示せれば、無限

集合であることも示せ。）

f(x, y)が（K[x, y]の元として）既約の時、この曲線を既約であるという。この曲線の次数

は、x, yを 1次と数えたときの f(x, y) の次数で定義される。

f(x, y)に対して、xによる微分、yによる微分が通常の多項式に対して定義されるように定義

される。アファイン代数曲線Z(f)の特異点とは、この曲線上の点 (a, b)であって、fx(a, b) = 0

かつ fy(a, b) = 0を満たす点である。Z(f)が非特異であるとは、特異点がないことである。

g ∈ K[x, y]/(f)は、Z(f)から K への関数を与える。K[x, y]/(f)を Z(f)の正則関数の環

という。f が既約ならばこの環は整域。その商体を Z(f)の有理関数体という。

K 上の n次元射影空間とは、商集合

Pn(K) := {(x0, x1, . . . , xn) ∈ Kn+1|x0 = x1 = · · · = xn = 0でない }/ ∼

ここで ∼は (x0, x1, . . . , xn) ∼ (x′
0, x

′
1, . . . , x

′
n) を、ある a ∈ K が存在して (x0, x1, . . . , xn) =

a(x′
0, x1, . . . , x

′
n) であることとして定義される。この同値類を [x0 : x1 : · · · : xn]と表記する。

An(K)から Pn(K)への単射 (x1, . . . , xn) 7→ [1 : x1 : · · · : xn] がある。Pn(K)は n + 1個

のアファイン n次空間で覆える。

例えば、P 1(C)は二つの Cで覆える。リーマン球面と呼ばれる。
P 2(K)は [x : y : z]なる比の全体である。今、x, y, zについて斉次な多項式（x, y, zを一次と

数えて、どの単項式も同じ次数を持つ多項式）F (x, y, z)が与えられたとする。F は定数ではな

いとする。このとき、F (x, y, z) = 0となるような [x : y : z]の集合を Z(F ) ⊂ P 2(K)と書き、

平面的射影代数曲線という。F が既約のときこの曲線を既約という。P 2(K)は３つのA2(K)で

覆えるが、Z(F )とA2(K)の共通部分はアファイン代数曲線である。実際、f(x, y) = F (x, y, 1)

とおけば Z(f)がこの共通部分である。こうして得られる三つのアファイン代数曲線が非特異

であるとき、Z(F )は非特異であるという。
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いま、n次式 f(x, y)が与えられたとき、

F (x, y, z) := znf(x/z, y/z)

を f の斉次化といい、平面射影曲線 Z(F )をアファイン平面曲線 Z(f)の射影化という。

Weierstrass equation f(x, y) = y2 − x3 − Ax − B に対し、その斉次化 F (x, y, z) = y2z −
x3 −Axz2 −Bz3を考え、射影曲線 Z(F )を考えると、Z(f)に一点を付け加えたものになる。

実際、{z = 1} ∩ Z(F ) = Z(f)は計算すれば確かめられ、{z = 0} ∩ Z(F )は x3 = 0だから

[0 : y : 0] = [0 : 1 : 0] なる一点になる。これが前に述べた∞の正体である。
なお、定義も証明もしないが、次の定理が知られている。

定理 1.2.4. (Bézout) C, Dを既約平面射影曲線とし、その次数を d, eとする。C ∩Dは有限

個の点からなる。各点ごとにその重複度が定義され、C ∩Dを重複度をこめて数えると de と

なる。

Weierstrass equationは非特異３次曲線Eを与える。上の定理により、任意の直線は重複度

を込めてちょうど３点で交わる。E 上二個点を定めれば、その二点を通る直線がただ一つあ

り、直線と E の交点は 3× 1個あるから、第３の点が定まる。（二点が一致するときには、E

とその点で重複度 2以上で交わる直線がただ一つ存在する。ここで、その点が非特異であると

いうことが必要となる。）こうして、∞を付け加えると二項演算 +が得られることは Bézout

の定理からほぼ従う。

特異点のあるとき：K上のアファイン曲線 y2 = x2(x− 1)は (0, 0)という特異点を持つ。こ

のとき、任意のm ∈ L K ⊂ Lに対し、(0, 0)を通る直線 y = mx は (0, 0)で重解をもつ。し

たがって、「接線」が一意に定まらない。

1.2.8 一般化Weierstrass equation

標数 2のとき、Weierstrass equationは特異点を持った。

次の事実が知られている。任意の体Kに対し、任意の楕円曲線は一般化Weierstrass equation

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6 により与えられる。∞は [0 : 1 : 0]に対応する。

K が標数 2の時は、全ての楕円曲線は

y2 + x1y = x3
1 + a2x

2 + a6

(a6 ̸= 0)が非特異性と同値

または

y2 + a3y = x3
1 + a4x

1 + a6

(a3 ̸= 0)が非特異性と同値

のいずれかからえられる。K ⊂ Lに対し、E(L)は同様の方法で加法群となる。
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1.2.9 Hasseの定理

定理 1.2.5. (Hasse bound) E を Fq 上の楕円曲線とする。すると、|q + 1−#E(Fq)| ≤ 2
√
q

が成立する。

P1(Fq)の元は q + 1個ある。y2 = f(x), f は xの３次式、と考えたとき、f(x)が Fq で 0

以外の平方数になっているときに yは二個とれる。上の定理は、f(x)が平方数になるような

xは大体半分 (丁度半分なら q + 1)で、ずれはたかだか
√
q個であるという主張である。証明

は、やるかやらないか決めていない。

1.3 楕円曲線の射

1.3.1 曲線の間の射

K を代数閉体とする。C ⊂ A2(K)を f(x, y) ∈ K[x, y]の零点として定義される代数曲線と

する。f が既約であるとき、K[x, y]/f を C 上の正則関数環という。その元 gは、C → K な

る写像を与える。

K[x, y]/(f)の商体を K(C)とかき、C 上の有理関数体という。たとえば、h(x, y)/g(x, y)

は、C 上で g(x, y) ̸= 0となる点で定義されてK に値をとる関数となる。

そこで、このような C の部分集合が開集合となる位相を C にいれる。

1.3.2 Zariski 位相

K を代数閉体とする。f1, . . . , fs ∈ K[x1, . . . , xn] をとる。共通零点

Z(f1, f2, . . . , fs) := {(α1, . . . , αn) ∈ Kn | f1(α1, . . . , αn) = 0, . . . , fs(α1, . . . , αn) = 0, } ⊂ An(K)

を Anの代数的集合という。代数的集合の全体は「閉集合の公理」をみたす。こうして Anに

与えられた位相を Zariski位相という。

アフィン平面代数曲線 C ⊂ A2(K)に、A2から誘導された位相を C の Zariski位相という。

P 2(K)には、A2(K)のZariski位相の貼り合わせ（商位相）として位相が入る。これをZariski

位相という。射影平面代数曲線 C ⊂ P 2(K)にも、誘導された位相として Zariski位相が入る。

射影平面曲線 C から C ′への正則射とは、台集合 C から C ′への写像 f であって、C の任意

の点 P について、P を含むある Zariski開集合 U があり、f を U に制限すると正則であるも

の。（x1 = h1(x, y)/g1(x, y), y1 = h2(x, y)/g2(x, y)とおいたとき、g1, g2が (x, y) ∈ U で 0点

を持たず、かつ (x1, y1) ∈ C ′ となること。)

定義 1.3.1. 平面曲線 C の空でない Zariski開集合から C ′ への正則写像を、C から C ′ への

rational mapという。

定理 1.3.2. C を既約非特異代数曲線、C ′を射影代数曲線とする。このとき、C から C ′への

rational mapは、C から C ′ への正則写像に一意的に伸びる。

厳密な証明には相当の準備を要する。
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1. C の開集合は、有限個の点の補集合、および空集合となる。ゆえに、f : C → C ′は有限

個の点を除いて定義されている。

2. P を f が定義されていない点とする。C の有理関数体 K(C)を考え、P において正則

（分母が P で 0にならない）有理関数がなす部分集合を OP であらわす。

3. P が非特異であるとき、OP は discrete valuation ringになる。すなわち、ある t ∈ OP

が存在して、任意の 0でない x ∈ OP がただ一通りに tnu (n ∈ N), u ∈ O×
P の形に書け

る。tを P における uniformizerという。OP [t
−1] = K(C)となる。K(C)×の元は、tnu

(n ∈ N), u ∈ O×
P の形に一通りに書ける。

4. 　 rational map f : C → C ′ は (x, y) 7→ (g1(x, y), g2(x, y))、ここに g1, g2 ∈ K(C)と書

ける。斉次化して [g1 : g2 : 1]と書ける。

5. [g1 : g2 : 1] を、K(C) の元の比とみる。g1, g2, 1 の分母に tn が現れなければ、この

rational mapは P で定義される。分母に現れる y−nの nの最大のものをとる。rational

mapを [tng1 : tng2 : tn]で定義すれば、これは C ′ 上の点を与える。こうして、P を含

む開集合上に rational mapは伸ばせる。

1.3.3 楕円曲線の準同型写像

Kを体とし、E1, E2をK上の楕円曲線とする。E1からE2へのK上定義された代数射とは、

K(E1)の２元R1(x, y), R2(x, y)であって、(x, y) ∈ E(K)ならば (R1(x, y), R2(x, y)) ∈ E2(K)

を満たすものをいう。(R1, R2)が定数 ((∞)も含む)のとき、この写像を定数写像という。

E1 の非特異性と E2 の射影性から、前述の定理により、R1, R2 のどちらかの分母が点 P ∈
E1(K)で 0となる場合も、対応する E2(K)の点がただ一つ定まり、α : E1(K) → E2(K)な

る正則写像が定まる。

この写像が群準同型のとき、すなわち α(∞) = ∞, α(P +Q) = α(P )+α(Q) を考える。E1

の全ての点を∞に対応させる写像を 0と書く。0以外の群準同型を E1から E2への同種写像

(isogeny)という。

楕円曲線EからE自身への準同型を自己準同型 (endomorphism)といい、End(E)と書く。

例 1.3.3. K の標数は 2でないとする。y2 = x3 + Ax + B が与える楕円曲線 E において、

P 7→ 2P は E(K) → E(K) なる自己準同型を与える。実際、m = 3x2+A
2y とおくと

R1(x, y) = m2 − 2x,

R2(x, y) = m(3x−m2)− y

が 2倍を与えることを先に見た。分母が 0になるのは y = 0のときである。Eを射影座標でみ

ると [R1(x, y) : R2(x, y) : 1]であり、y = 0に伸ばそうとすると [R1(x, y)y
3 : R2(x, y)y

3 : y3]

となる。(m の分母に y があり、y = 0 で 3x2 + A ̸= 0 であるので y3R2(x, y) は y = 0 で

−m3y3は 0でない有限の値をとる。すなわち、y = 0における比は [0 : 1 : 0]となり、∞に一
致する。)

命題 1.3.4. y2 = x3+Ax+Bが与える楕円曲線Eに置いてK(E) = K(x)[y]/(y2−x3−Ax−B).
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証明. アフィン曲線 y2−x3−Ax−B上の正則関数の環はK[x, y]/(y2−x3−Ax+B)である。そ

の商体がK(E)である。K[x, y] → K(x)[y]/(y2−x3−Ax+B)なる環準同型を考えると、カー

ネルが (y2−x3−Ax−B)となることがわかる。なぜならば、カーネルから f(x, y)を持ってく

ると f(x, y)がK(x)[y]の多項式として (y2−x3−Ax−B)で割り切れることがわかる。すなわ

ち f(x, y) = g(x, y)(y2−x3−Ax+B), ここに g(x, y)はK(x)[y]の元。g(x, y)を yの次数につ

いて整理して、係数をK(x)の元と見たとき、分母をはらうことによって h(x)g(x, y) ∈ K[x, y]

とできる。すると h(x)f(x, y) = (h(x)g(x, y))(y2 − x3 − Ax − B)。K[x, y]は UFDである

から f(x, y) を y2 − x3 − Ax − B が割り切る。こうして、K(x)[y]/(y2 − x3 − Ax − B) は

K[x, y]/(y2 − x3 −Ax−B)を含むが、y2 − x3 −Ax−BのK(x)[y]における既約性より体で

ある。どの元も（分母を払うやり方で）K[x, y]/(y2 − x3 − Ax−B)の商として書けるので、

この環の商体がK(x)[y]/(y2 − x3 −Ax−B)となる。

証明が難しかったが、本質的には、次のことを示しているに過ぎない。「任意の有理式 f(x, y)

は、y2 = x3 +Ax+Bなる関係のもと、α(x) + β(x)y」の形に書ける。まず、y2は xの多項

式なので任意の多項式は yについて 1次にできる。任意の有理式は yについて分母分子が 1次

にできる。a, b ∈ K(x)として、1/(ay− b) = (ay+ b)/[(ay− b)(ay+ b)] = (ay+ b)(a2y2 − b2)

とすれば分母はK(x)の元とできるので、yは分子のみに現れるとしてよい。

レポート問題 5. 命題 1.3.4 の証明をキチンと述べよ（上で与えた証明はかなり省略されて

いる）。

1.3.4 写像の次数

以下、K を体とする。その標数は 2でないとし、E を y2 = x3 + Ax + B によって定義さ

れた楕円曲線とする。先の命題により、endomorphism α : E → E は

(x, y) ∈ E(K) 7→ (r1(x) + s1(x)y, r2(x) + s2(x)y)

の形に書けることがわかる。ここで、準同型性よりα(x,−y) = α(−(x, y)) = −α(x, y)だから、

(r1(x)− s1(x)y, r2(x)− s2(x)y) = (r1(x) + s1(x)y,−r2(x)− s2(x)y)

が成立しなくては s1(x) = 0, r2(x) = 0が従う。そこで、s2(x)を新たに r2(x)と取り直すこ

とで、

α(x, y) = (r1(x), r2(x)y)

と書ける。

r1(x) = p(x)/q(x)と互いに素な K[x]の元の商に書いたとする。q(x) = 0となる (x, y)に

対し、α(x, y) = ∞が（射影曲線への延長で示したように）示せる。q(x) ̸= 0のとき、r2(x)

の分母は 0にならない。実際、r2(x) = s(x)/t(x)と既約分数式に書いたとき、

(r2(x)y)
2 = r1(x)

3 +Ar1(x) +B

より
s(x)2(x3 +Ax+B)

t(x)2
=

xの多項式で q(x)と互いに素

q(x)3
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と書ける。両辺を t(x)2q(x3) 倍して

s(x)2(x3 +Ax+B)q(x)3 = (xの多項式で q(x)と互いに素)t(x)2

ここで、t(x0) = 0となるような x0 において、右辺は重解を持つ。左辺では、s(x)は t(x)と

互いに素だから x0を根にもたない。x3 +Ax+Bは根の多重度は 1。よって、q(x)3も x0を

根にもち、q(x0) = 0。対偶をとって、q(x0) ̸= 0ならば t(x0) ̸= 0であり、α(x0, y)は定義さ

れる。

定義 1.3.5. αの写像度 (degree)を、

deg(α) := max {deg p(x), deg q(x)}

で定義する。α = 0の時は、deg(0) = 0と定義する。

注意 1.3.6. 上の定義は技巧的過ぎる。通常、二つの代数曲線 C,C ′ に対して、像が開集合を

含むような rational map f : C → C ′ があると、f による引き戻し f∗ : K(C ′) → K(C)が体

の単射となる。体の拡大K(C) ⊃ f∗K(C ′)は有限次拡大となり、この拡大次数を f の次数と

定義する。この定義と上の定義は一致するが、証明がやや大変である。

例 1.3.7. K = K とする。f : C → C ′の写像度が dでかつ f が separableのとき、「C(K)上

の一般の点で」f は d : 1写像となることが知られている。

separableの定義もしないが、例として、C = C ′ = A1(K)とし、f を次数 1以上のK 係数

多項式とすると f : C → C ′ を与える。f が separableであるとは、f ′ が恒等的に 0ではない

ことである。

Kの標数が 0なら、f は separableである。一方、標数が pのとき、xpは微分すると恒等的

に 0になり、separableでない (inseparableという)。一般に、g(xp)の形の関数は inseparable

である。

f(x)が separableであるとする。このとき、f(x) = bの根は、f ′(x) = 0となるような点

(separableなので有限個)をのぞけば deg f 個ある。すなわち、「一般には」f は deg f : 1の

写像である。

さて、上の定義での f の写像度を見る。f∗K[x] = K[f(x)]であるから、写像度は [K[x] :

K[f(x)]] である。ここで、T := f(x) とおき、x の K[T ] における最小多項式を考えると、

f(X)− T であることがわかる。(X = xのとき 0となるし、K(T )[X]上既約であることはガ

ウスの補題と T の一次式であることから確かめられる。)よってこの拡大次数は deg f となる。

レポート問題 6. レポート問題６K を体とし、K(x)を有理式体とする。p(x), q(x)を互いに

素なK[x]の元とする。deg(p(x)) ≥ 1とする。p(x)/q(x)のK 係数有理式体K(p(x)/q(x))は

K(x)の部分体である。拡大次数 [K(x) : K(p(x)/q(x))]はmax {deg p(x),deg q(x)}に一致す
ることを示せ。

可能なら、これを用いて注意 1.3.6を C = E = E′, α : E → E の場合に証明せよ。

定義 1.3.8. K を体とする。K[x]の互いに素な多項式 p(x), q(x) に対し、p(x)/q(x)の微分を

(p(x)/q(x))′(p′(x)q(x)− p(x)q′(x))/q(x)2

で定義する。
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こうしてK(x)の元に対して微分が定義される。この微分はライプニッツ則 (fg)′ = f ′g+fg′

を満たす。

r(x) ∈ K(x)が separableであるとは、r′(x)が有理式として 0ではないこととして定義す

る。r(x) = p(x)/q(x)としたとき、この定義は p′(x), q′(x)のいずれかが多項式として 0では

ないことと同値となる。

定義 1.3.9. K 上のWeierstrass equationが与える楕円曲線 E に対し、endomoriphism α :

E → E が

α(x, y) = (r1(x), r2(x)y)

r1(x) = p(x)/q(x)で与えらえているとする。このとき、αが separableであるとは、r1(x)が

separableであると定義する。

定理 1.3.10. K = Kとし、α : E → Eを 0でないEの endomorphismとする。αが separable

ならば、#(Kerα) = deg(α)が成立する。inseparableならば、#(Kerα) < deg(α)が成立する。

証明. 一般に、群準同型 α : G → H があったとする。αの像から h ∈ H をとると、α(x0) = h

なる x0 ∈ Gが存在する。このとき、α−1(h) = x+Kerαが成立するから、#(α−1(h)) = Kerα

となる。

故に、上の定理を示すには、αの像の元 hであって、αが separableな時には

#(α−1(h)) = degα

を満たすものを見つければよく、inseparableなときには

#(α−1(h)) < degα

となるものを見つければよいことになる。

G = H = E(K)とおき、h = (a, b)とおく。K = K より α(E(K))は無限集合であること

をまず注意する。よって、αの像の元として、h = (a, b)は∞でなく、a ̸= 0, b ̸= 0ととれ

る。すると、ある (x0, y0) ∈ E(K) \ {∞} がとれて、

α(x0, y0) = (r1(x0), r2(x0)y0) = (a, b)

とできる。ここで、r1(x) = p(x)/q(x) と既約分数式であらわしておく。q(x0) = 0 ならば

α(x0, y0) = ∞ であることはすでに見た。故に q(x0) ̸= 0であり、r2(x0)も有限の値を持つ。

ここで、r2(x) = 0を満たす xは有限個であるから、hを取り直して、r2(x0) ̸= 0としてよい。

このとき、r2(x0)y0 = bにより、x0 が決まれば y0 はただ一つ定まる。よって、r1(x) = aの

解の個数が α−1hの元の個数となる。

r1(x) = aは f(x)− aq(x) = 0と同値である。ここで、

deg(f(x)− aq(x)) ≤ max{deg f(x), deg g(x)} = degα

である。この不等号が真に<となるのは、deg f(x) = deg g(x)であるとき、かつ aが f(x)の

最高次の係数を g(x)のそれで割った値であるときのみである。このような aはたかだか一つ

なので、必要なら hを取り換えて、この不等号が等号になるようにできる。

こうして、deg(f(x) − aq(x)) = degαとしてよい。さて、f(x) − aq(x) = 0の解の個数が

α−1hの元の個数であった。r1(x)が separableと仮定する。すると、f ′(x)と q′(x)のいずれ
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かは 0ではないから、f ′(x)− aq′(x) = 0となるような xは有限個である。それぞれの xに対

して、aはただ一つにきまる。hをとりなおして、このような有限個の aを x座標にもたない

ようにする。すると、f ′(x) − aq′(x) ̸= 0 (∀x ∈ K)である。すなわち、f(x) − aq(x) = 0は

重根をもたず、degα個の相異なる根をもつ。こうして#α−1(h) = deg(α)となり、separable

の場合の証明は終わる。

αが inseparableであるとすると、f ′(x)− aq′(x)は恒等的に 0であり、f(x)− aq(x) = 0は

常に重根を持つ。特に、その根の個数は deg(α)より真に小さい。よって inseparableの場合

の証明が終わる。

定理 1.3.11. 上で、α : E(K) → E(K)は全射である。

証明. ∞ = α(∞)は αの像である。それ以外のE(K)の元は (a, b)の形をしている。上の証明

で、(r1(x0), r2(x0)y0) = (a, b)となる (x0, y0)が見つかればよい。まず r1(x) = p(x)/q(x) = a

となる x が存在することを示す。いま、p(x) − aq(x) が定数でなければ、その根 x0 が存在

する。y1 として、x3
0 + Ax0 + Bx0 の平方根のいずれかをとると (x0, y1) ∈ E(K) である。

α(x0, y1) = (r1(x0), r2(x0)y1) = (a, b′)である。ここで、(a, b′) ∈ E(K)だから、b′ = bまた

は b′ = −bである。前者であれば y0 = y1ととれば α(x0, y0) = (a, b)を満たし、後者であれば

y0 = −y1 ととれば良い。

p(x)− aq(x)が定数であったとする。p(x)が定数であったとすると q(x)も定数であり、任

意の (x, y) ∈ E(K)に対して α(x, y) = (C,±
√
C) である。これは、αが d : 1写像 (dは有限)

であることに反する。よって、p(x)は定数でないとしてよい。q(x)も定数ではない。すると、

p(x)− aq(x)が定数関数となるような aはたかだか一つしかない。（pと qの最高次の係数の

比である。）存在したとして、それを a0 とする。(a0,±
√
a0)以外の E(K)の元 (a, b)は αの

像に入る。これは無限集合であるから、(a′, b′) = (a0,
√
a0) + (a, b) ̸= (a0,

√
a0)となるような

(a, b)がとれる。すると、(a′, b′)も (a, b)も αの像にはいるから、その差である (a0,
√
a0)も

像に入る。どうようにして (a0,−
√
a0)も像に入る。従って αは全射である。

1.3.5 Torsion Points

n ∈ Zとする。EをK 上の楕円曲線とする。P 7→ nP は、E(K) → E(K) なる群準同型写

像を与えるが、「P +Qを与える式」が有理関数で書けることから、正則写像であることがわ

かる。すなわち、n倍写像は E の endomorphismである。

n倍写像の核を、E の n-torisionといい、E[n]であらわす。

定義 1.3.12. E をK 上の楕円曲線とする。

E[n] := {P ∈ E(K) | nP = O}

を E の n-torsion pointという。

例 1.3.13. K の標数が 2でないとする。E をWeierstrass Equationが与える楕円曲線とす

る。E[2]を考えると、2P = Oとなる点 P の集合となる。P = Oはこれを満たす。E(K)に

おける 2倍の定義から、O以外でこれを満たす点は y = 0を満たす点である。x3 +Ax+B =
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(x− e1)(x− e2)(x− e3)と因数分解すると、(e1, 0), (e2, 0), (e3, 0)がこれを満たす。E[2]は O

を含めて 4つの元からなる。どの元の位数も 2または 1であり、群としては

E[2] ∼= Z/2× Z/2

となる。

定理 1.3.14. E をK 上の楕円曲線とする。n倍写像の degreeは n2 である。

nがKの標数と互いに素なとき (標数 0なら常にそう考える)、n倍写像は separableであり、

E[n] ∼= Z/n× Z/n

となる。nがK の標数で割り切れるとき、n倍写像は inseparableである。

証明は、n倍写像の式を具体的に計算する division polynomialを用いて与えられるが、こ

こでは省略する。例えば Elliptic Curves (Lawrence C. Washington) §3.2参照。
複素数体上の楕円曲線 E に対しては、E(C) ∼= S1 × S1 から上の定理は従う。有限体上で

も、標数と nが互いに素なら同じ定理が従うことが興味深い。

標数が nを割り切るときには違う現象が起きる。次の定理の証明も、Washingtonの本の同

じ部分を参照とする。

定理 1.3.15. K を標数 p > 0の体とし、E をK 上の楕円曲線とする。すると、E[p]は Z/p
と同型か、もしくは自明な群となる。前者のときEを ordinary elliptic curve といい、後者の

とき E を super singular elliptic curveという。

1.3.6 Frobenius map

定義 1.3.16. K を有限体 Fq とする。このとき、f(x, y) 7→ f(x, y)q は K[x, y] → K[x, y]の

環準同型写像を与える。これを Frobenius map といい、Frq であらわす。定数体 K 上では

identityとなる。

EがK 上定義された楕円曲線である場合、Fr(x, y) := (xq, yq)は Eから Eへの endomor-

phismを与える。これも Frobenius mapという。

証明. EがK係数多項式 f(x, y) = 0で与えられた曲線であるとする。この曲線上の点 (a, b)に

対し、f(aq, bq) = f(a, b)q = 0であることが上の定義の前半で述べられたことから従う。よっ

て、Eから Eへの正則写像であることは従う。あとは、群準同型であることを示せばよいが、

(a, b) + (a′, b′) = (r1(a, b, a
′, b′), r2(a, b, a

′, b′))

となる 4変数有理式 r1, r2があることと、定義の前半で述べられたことが有理式においてもな

りたつことから、準同型性が従う。

定理 1.3.17. Frq の写像度は qである。Frq は separableではない。

証明. Washington §2参照。
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1.3.7 The Weil Pairing

定義 1.3.18. K を体とし、nをK の標数で割り切れない自然数とする。

µn := {x ∈ K | xn = 1}

を 1の n乗根のなす群という。

xn − 1の微分は nxn−1 なので、この共通零点は (nがK で可逆元なので)存在しない。し

たがって xn − 1 = 0の根に重根はなく、µnは n個の相異なる元からなる。体の乗法群の有限

部分群は巡回群という定理があるので、µn はある位数 nの元 ζ ∈ µn により生成される。位

数 nの元を、1の原始 n乗根という。

定義 1.3.19. K を体とし、K をその代数的閉包とする。AutK(K)で、σ : K → K なる体同

型のうちで、σ|K = idK となるものの全体のなす群とする。(K の絶対ガロア群と呼ばれる群

となる。)

σ ∈ AutK(K)は、群 µn に作用する。xn = 1ならば σ(x)n = 1なので σ : µn → µn。これ

が群同型であることは、σが体の自己同型であることから従う。

E をK 上の楕円曲線とする。各座標に作用させることで σ : E(K) → E(K) なる写像が得

られるが、これは群同型となる。（このことは、E の定義方程式の係数がK に含まれること、

およびEの群構造を与える式がK係数有理式であることから従う。Frobenius mapと同様。)

定義 1.3.20. (non-degenerating skew-symmetric pairing.) Gを可換群とする。写像 e : G×
G → µn が bilinear paringであるとは、

1. それぞれの変数について群準同型である、すなわち

e(S1 + S2, T ) = e(S1, T )e(S2, T )

e(S, T1 + T2) = e(S, T1)e(S, T2)

が全ての S, T について成立すること。

このとき、eが non-denegerateであるとは

2．e(S, T ) = 1がすべての T ∈ Gについて成り立てば S = O、かつ e(S, T ) = 1がすべて

の S ∈ Gについて成り立てば T = Oであること。

3. さらにこのとき、eが skew-symmetricであるとは e(S, S) = 1が全ての S について成り

立ち、e(S, T ) = e(T, S)−1 がすべての S, T ∈ Gについて成り立つこと。

レポート問題 7. G = (Z/n)m, µn に対して、non-degenerated skew-symmetric pairing e :

G×G → µn が存在することを示せ。

定理 1.3.21. (Weil pairng.) Kを体とする。EをK上の楕円曲線とする。nをKの標数が割り

切らない自然数とする。このとき、Weil pairingと呼ばれる non-degenerated skew-symmetric

pairing

en : E[n]× E[n] → µn

が存在し、次の性質を満たす。
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4. 任意の σ ∈ AutK(K)と S, T ∈ E[n]に対し、

en(σ(S), σ(T )) = σ(en(S, T )).

5. 任意の endomorphism α : E → E に対し、

en(α(S), α(T )) = en(S, T )
degα.

この定理の証明は、Washington Chapter 11を参照。

系 1.3.22. E[n]が二元 S, T で可換群として生成されるとする。このとき en(S, T ) = ζ は 1

の原始 n乗根である。

証明. S, T で生成されることと、S, T の位数が nで < S > ∩ < T >= {O}となることとは
同値。

結論を否定すると、d|nで d < nなるある dにより、ζd = 1となる。すると en(S, dT ) =

en(S, T )
d = 1 より任意の a, b ∈ Z に対し en(aS + bT, dT ) = 1 となって、非退化性より

dT = O。これは T の位数が nであることに矛盾。

系 1.3.23. E[n] ⊂ E(K)ならば、µn ⊂ K.

証明. E[n] ⊂ E(K)ならば、任意の S ∈ E[n] と任意の σ ∈ AutK(K)に対して σ(S) = S。

よって特に E[n]を生成する S, T に対して σ(en(S, T )) = en(S, T ). ここで en(S, T ) = ζ は

µnの生成元である。無限次ガロア理論の基本定理より、このことから ζ ∈ K が従う。従って

µn ⊂ K.

たとえば、µn ⊂ Qが成り立つ nは n = 2のみなので、E[n]の点が全て Q有理点となるに
は n = 2が必要であり、n > 2では E[n]の点のどれかは Q有理点ではない。

定義 1.3.24. EをK 上の楕円曲線、nをK の標数が割り切らない自然数とする。このとき、

E[n] ∼= Z/n × Z/nであるが、(1, 0), (1, 0)に対応する元 S, T ∈ E[n]を基底と取ることで、

(x, y)t ∈ (Z/n)2 (縦ベクトル)と xS + yT ∈ E[n]の対応が群同型を与える。

E[n]から E[n]への群準同型のなす環は、行列環M2(Z/n)と同型となる。
例えば、E の endomorphsim αは E[n]の endomorphism

αn : E[n] → E[n]

を引き起こし、上の基底が与える同型から

αn ∈ M2(Z/n)

と同一視される。

命題 1.3.25. E を K 上の楕円曲線、αをその自己準同型、nを K の標数が割り切らない自

然数とする。このとき、

det(αn) ≡ deg(α) mod n.
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証明. 先の基底に関する表現行列をαn =

(
a b

c d

)
とおく。a, b, c, d ∈ Z/n. このとき、α(S) =

aS + cT , α(T ) = bS + dT である。系 1.3.22より、en(S, T ) =: ζ は 1の原始 n乗根である。

ここで、Weil pairingの性質 (定理 1.3.21の 5.他)より

ζdegα = en(S, T )
degα = en(α(S), α(T )) = en(aS + cT, bS + dT )

= en(S, bS + dT )aen(T, bS + dT )c = en(S, T )
aden(T, S)

bc = en(S, T )
ad−bc

= ζdet(αn)

である。ζ の位数は n であるから、ζ の肩に乗った数は mod n で一致。ここから命題が従

う。

補題 1.3.26. Rを可換環とし、A,B ∈ M2(R)を２次正方行列とする。このとき、次が成り

立つ。

det(aA+ bB) = a2 det(A) + b2 det(B) + ab(det(A+B)− detA− detB)

証明は、A,Bの各成分を変数として（8変数、a, bも入れて 10変数の式)を力づくで計算す

ることで得られる。

力づくといっても、少しスマートにできる。左辺において a2が現れる項に着目するとその

係数は det(A)となり、b2の係数は det(B)になることは簡単にわかる。問題は abの係数が両

辺で一致することを示すことに帰着する。

レポート問題 8. 上の補題を証明せよ。

次の命題は、Hasse boundの証明に使われる。

命題 1.3.27. EをK 上の楕円曲線、α, βを Eの endomorphism、a, bを整数とする。このと

き、aα+ bβ も E の endomorphismである。次が成り立つ。

deg(aα+ bβ) = a2 degα+ b2 deg β + ab(deg(α+ β)− degα− deg β). (1.1)

証明. 直前の補題から、この式 (1.1)の degを detに、α, βを αn, βnに置き換えれば等式が成

り立つことが従う。命題 1.3.25を用いれば、この式 (1.1) はK の標数で割り切れない任意の

自然数 nに対して mod nすれば成立することが示せる。これは、この式の左辺と右辺の差

は、いくらでも大きい nで割り切れることを意味している。差の絶対値より大きいK の標数

と素な nをとることにより、(1.1)が真の等号であることが分かる。

1.4 Hasse boundの証明

この章では K = Fq ⊂ K とする。{x ∈ K|Frq(x) = x} = Fq が成立する。なぜならば、

xq − xは重根を持たず、K 内に丁度 q個の元をもち、それが左辺である。右辺が左辺に含ま

れることは既にみた。個数が一致しているので両辺は等しい。Frqn = (Frq)
n であることを

注意しておく。
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命題 1.4.1. E を Fq 上の楕円曲線とする。任意の自然数に対して、

E(Fqn) = Ker(Frqn − 1).

ここで、右辺は E()からそれ自身への準同型の核である。

証明. 自己準同型環をEnd(E())とかく。Frqn , 1倍はこの環の元であるから、その差 Frqn −1

も自己準同型である。P = (x, y)がこの核に入ることは、(x, y) − (x, y) = Oと同値であり、

Frqn(x) = xかつ Frqn(y) = yと同値であり、(x, y) ∈ E(Fqn)と同値である。

命題 1.4.2.

#E(Fq) = deg(Frq − 1).

証明. 定理 1.3.10により、Frq−1が separableであることを示せばよい。この式を定義通りに

計算すると separableであることが示せる。より感覚的には、separableでないとは微分が 0と

なるということであり、Frqの微分はKの標数が qの約数なので 0となる。すると、Frq − Id

の微分は −Idの微分となり、0でないので separableである。

定理 1.4.3. (Hasse bound) E を Fq 上の楕円曲線とする。すると、|q + 1−#E(Fq)| ≤ 2
√
q

が成立する。

証明の準備をする。

a := q + 1−#E(Fq) (1.2)

とおく。この aはあとあと使われる。

補題 1.4.4. r, sを互いに素な整数とする。このとき

deg(rFrq − s) = r2q + s2 − rsa.

証明. 命題 1.3.27の式 (1.1)に、r = a, s = 1, α = Frq, β = −1を代入すると

deg(rFrq − s) = r2 deg(Frq) + s2 deg(−1) + rs(deg(Frq − 1)− deg(Frq)− deg(−1)).

ここで、deg(Frq) = q (定理 1.3.17), deg(−1) = 1 (−1 倍は全単射であるから核は {O},
separableであるから定理 1.3.10より deg(−1) = 1) を代入すると、求める式を得る。

Hasseの boundの証明：

deg(rFrq − s) = r2q + s2 − rsa

が任意の互いに素な r, s で成立し、かつ deg なので左辺は非負である。右辺を s2 で割って

x := r/sとおくと

qx2 − ax+ 1

となり、これが任意の有理数 xについて非負である。有理数は実数の中で稠密だから、この式

の連続性より任意の実数 xでこの式は非負である。したがって、二次式の判別式は正ではな

く a2 − 4q ≤ 0, a2 ≤ 4q, |a| ≤ 2
√
q となる。この不等式は Hasseの boundに他ならない。
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定理 1.4.5. E を Fq 上の楕円曲線とし、a := q + 1 −#E(Fq)とおくと、E の自己準同型環

の中で

Fr2q − aFrq + q = 0

が成立する。

整数 kに対して

Fr2q − kFrq + q = 0

となれば、k = aである。

証明. F := Fr2q − kFrq + q とおく。F ̸= 0ならば KerF : E(K) → E(K)は有限群である。

（定理 1.3.10）そこで、この核が無限群であることを示せば F = 0が示せる。nをK の標数が

割らない自然数とする。E[n]への Frq の作用の表現行列を

Frq,n :=

(
s t

u v

)
とする。aの定義 (1.2)から次の式の最初の等号が成立する。

q + 1− a = #Ker(Frq − 1) = deg(Frq − 1) ≡ det(Frq,n − I) = sv − tu− (s+ t) + 1 mod n

となる。ここで、sv − tu = det(Frq,n) ≡ q mod n (命題 1.3.25と定理 th:deg-of-Frから）な

ので

Tr(Frq,n) = s+ v ≡ a mod n

が成立する。ケーリーハミルトンの定理から

(Frq,n)
2 − aFrq,n + qI = 0 mod n

が成立する。左辺は E[n]へ 0倍で作用する。左辺の作用は F の E[n]への作用であったから、

KerF には E[n]が含まれる。nはいくらでも大きくとれるから、KerF は無限群である。した

がって、最初の議論により F = 0である。

定理の後半を示すため、a ̸= kについて定理の式が成り立ったとすると (a− k)Frq = 0.こ

れを E(K)に作用させる。Frq は全射だったから、(a− k)倍が E(K)の元を全て 0に送るこ

とになる。a− k ̸= 0ならその核は有限群なので矛盾する。よって a = k。

定理 1.4.6. Eを Fq 上の楕円曲線とし、aを (1.2)ととる。X2 − aX + qの二根（複素数内で

考える）を α, β とする。このとき任意の自然数 nに対して

#E(Fqn) = qn + 1− (αn + βn).

注意：この等式により、n = 1のときの #E(Fq)を求めれば、#E(Fqn)は整数係数漸化式

により求まることが分かる。実際、αn は漸化式 sn+1 − asn + qsn−1 = 0の解であり、βn も

同じ漸化式を満たすので tn := αn + βnも同じ漸化式を満たす。t0 = 2,t1 = aであるので、t2

以降はこの漸化式により定まる整数となる。

証明. FrqはX2−aX+q = 0なる方程式をEnd(E(K))で満たす。Frnq はY 2−(αn+βn)Y+q =

0を満たすことを示す。実際、

X2 − aX + q = (X − α)(X − β)
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から Y = Xn とおくと Y 2 − (αn + βn)Y + qn = (Y − αn)(Y − βn)。(Xn − αn)(Xn − βn)

は (X − α)(X − β) = X2 − aX + q で割り切れるから、X = Frq を代入すると 0となる。こ

のとき Y = Frqn となるから従って Fr2qn − (αn + βn)Frqn + qn = 0. K = Fqn のときの定理

1.4.5の後半を適用すれば、この場合の aが αn + βn となる。aの定義 (1.2)より、

αn + βn = qn + 1−#E(Fqn)

これより定理が従う。

こうして#E(Fqn)は n = 1の場合を求めればより大きな nについて簡単に計算できる。こ

の位数が巨大な素数 pを素因数に含むとき、E(Fqn)は位数 pの巡回群を部分群にもつ。その

元を探索して g とし、g が生成する部分群を Gとして、離散ログ問題の解きにくいおおきな

群を探すことができる。

レポート問題 9. (必須)

授業に関する忌憚のない意見を述べよ。

授業に出なかったひとは、すなおに出なかった理由を述べよ。

また、改善すべき点などを遠慮なく述べよ。


