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第1章 環上の加群

参考文献

• 「代数学 II 環上の加群」桂利行著　東京大学出版会:入手しやすい。おおむねこれに沿っ

て講義する。以下、「参考書」といったらこれを指す。

• 「岩波講座　基礎数学　ホモロジー代数 I」河田敬義著　岩波書店:5-lemma, 9-lemma,

snake-lemmaのステートメントと証明はこちらを見るとよい。

• 「岩波基礎数学選書　環と加群」山崎圭次郎著　岩波書店:きっちり書いてあるので、不

思議に思ったことがあったらこれを見るとよい。

半群、モノイド

定義 1.0.1. S を集合とする。S 上の二項演算 (binary operation)とは、

◦S × S → S

なる写像のことである。二項演算の指定された集合 (S, ◦)をマグマという（めったに言わな
い）。マグマの二項演算が結合律

(a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c)

を満たすとき、(S, ◦)を半群という。（暗黙のうちに、a, b, cは Sの任意の元を走ることにして

いる。）

マグマにおいて、e ∈ S が単位元であるとは、単位法則

a ◦ e = a = e ◦ a

を満たすことである。単位元は存在すれば一意。単位元の存在する半群 (S, ◦, e)をモノイドと
いう。

1.1 環上の加群

環 Rといったら、零環 = {0}を許し、非可換環も許すが、積の単位元 1を持つことは仮定

する（積の単位元を持つ環を単位的環という）。特に単位的であることが重要であるとき、つ

い「単位的環」と書くことがある。整域とは、可換環RでR−{0}が積についてモノイド（単
位元を持つ半群）となるものを指す。体とは、さらに R − {0}が群となるものを指す。従っ
て、零環は整域でも体でもない。準同型、同型の「型」の字は「形」にはしないほうがいいか

も知れないが、僕は字の区別ができないので混用する。
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定義 1.1.1. R,M を集合とする。写像（演算）

R×M →M, (r,m) 7→ r •m ∈M

のことを、RのM への作用という。

集合M,N に対し、M からN への写像の全体をMap(M,N)であらわす。

上のような作用を与えることと、

R→ Map(M,M)

を与えることとは同値。

定義 1.1.2. M を加法群、すなわち可換群であり、二項演算を +で、単位元を 0で、逆元を

−xで書いたものとする。加法群のことを単に加群ということもある。End(M)で、M から

それ自身への群準同形全体の集合を表す。End(M)は通常の加法により加法群、写像の合成を

積として単位的環となる。

Rを環とする。作用 R×M →M によりM が左 R加群であるとは、R→ Map(M,M)の

像が End(M)に入り、

R→ End(M)

が単位的環準同形 (１を１に送る環準同形)であること。（今後、環準同型といったら１を１に

おくることを仮定する。）

例 1.1.3. Rが体のときは、R加群は線形代数でならうところの R線形空間となる。

注意 1.1.4. R → End(M)が、環の積の順序をひっくり返すとき、すなわち (m • r1) • r2 =

m • (r1 ·R r2) となるとき右 R加群という。Rが可換なときには左右の区別はない。

n次元横ベクトルの空間 V に、行列環Mn(R)を右からかけると右Mn(R)加群。

以後、R加群と言えば暗黙のうちに左 R加群を指す。

{0}:零加群。Rの作用はただ一つ定まる。

• R加群準同形：f : M → N なるR加群の間の写像で、R加群の演算（R作用、和、0、−
の４つ）を保つもの。最後の二つを保つことは和を保つことから従う。R-homと書く。

• f が逆準同形を持つとき、同形という。準同形 f に対しては、同形⇔全単射。

• 部分 R加群：R加群の演算（R作用、和、0、−の４つ）で閉じている部分集合。R加

群となり、うめこみは準同形。

• 商 R加群：R加群M の商集合M ′ であり、標準全射M →M ′ が R加群準同形となる

もの。

• M の任意の部分R加群N に対し、加法群としての商（剰余）群M/N は自然にR加群

となる。その構造は、M →M/N を R準同形とするようにすると一意に決まる。商と

Kerの対応により商 R加群は部分 R加群と一対一に対応 (下記準同型定理使用)。

• f : M → M ′ を R-homとすると、Kerf はM の部分 R加群、Imf はM ′ の R部分加

群。R加群としての同形M/Kerf ∼= Imf を誘導する (R加群の準同形定理)。
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• 余核：Cokerf := M ′/Imf . 余像：Coimf := M/Kerf と定義するがすぐには使わない。

• 零射。M,N をR加群としたとき、M の任意の元をN の 0へ送る写像はR-hom。これ

を零射といい、単に 0で表す。「射」という用語について：homomorphism（準同形）の

ことをしばしば「射」ともいう。

定義 1.1.5. M : R加群, S ⊂ M とする。⟨S⟩R ⊂ M を、S を含む最小の部分 R加群をあら

わす。これは、S の「任意の元を有限個とり、それらの R係数一次結合をとる」操作で得ら

れる元の集合となり、S で R上生成される部分加群という。S が有限集合のとき、⟨S⟩R の形
にあらわされる R加群を有限生成 R加群という。S が空集合だと、定義からそれが生成する

のは零加群。

Rn は有限生成。

なお、n = 0のときは定義より R0 は 0加群。

命題 1.1.6. (Universality of quotient) f : M → M ′ R-hom (R加群準同形のこと), S ⊂ M

とする。

1. f(S) = {0}とすると、h : M/⟨S⟩R → M ′ であって標準商写像 q : M → M/⟨S⟩R に対
し h ◦ q = f となるものがただ一つ存在する。

証明. f(S) = {0}と f が演算を保存することから f(⟨S⟩) = {0}. よって、hは well-defined

である (すなわち、m1 −m2 ∈ ⟨S⟩ ならば f(m1) − f(m2) ∈ {0})から、写像としては存在。
R-homは機械的チェック。一意性は qの全射性から。

とくに、S が部分 R加群のとき (S = ⟨S⟩)がよくつかわれる。

注意 1.1.7. Zは単位的環の「圏」の「initial object」すなわち、任意の単位的環 Aに対して

ただ一つ環準同形 Z→ Aが存在する。

M を加法群とし、A := End(M)と置くと、上の事実から加法群はただ一通りの方法で Z加
群。加法群を加群と言うこともある。

圏（カテゴリー）

圏論は扱わないが、圏の用語を使いたいのでさらっと紹介する。

定義 1.1.8. 圏（カテゴリー) Cとは、次の４つの材料であって、次の二つの性質（カテゴリー
の公理という）を満たすもの。材料

材料 1 （対象の集合と呼ばれる）集合。Cobj であらわす。その元を「C の対象」と呼ぶ。

材料 2 各 A,B ∈ Cobj に対し、（AからBへの射の集合と呼ばれる）集合。HomC(A,B)で表

す。f ∈ HomC(A,B)のことを f : A→ B, A
f→ B などで表す。

材料 3 各 A,B,C ∈ Cobj に対し、（射の合成と呼ばれる）写像

HomC(B,C)×HomC(A,B)→ HomC(A,C).

g ∈ HomC(B,C), f ∈ HomC(A,B)に対し、この写像による像を g ◦ f ∈ HomC(A,C)で

表す。
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材料 4 各 A ∈ Cobj に対し、（A上の恒等射と呼ばれる）HomC(A,A)の元。idA で表す。

性質（圏の公理ともいう）

性質 1 (結合則、associativity)

任意の A,B,C,D ∈ Cobj と任意の射

A
f→ B

g→ C
h→ D

に対し、

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.

性質 2 (単位則、unit law, identity law)

任意の A,B ∈ Cobj と A
f→ B に対して f ◦ idA = f。また任意の C,A ∈ Cobj と C

g→ A

に対して idA ◦ g = g。 (圏の定義終わり)

例：集合の圏（対象は集合、射は集合間の写像）、群の圏（対象は群、射は群準同型）、位相

空間の圏（対象は位相空間、射は連続写像）、R加群の圏（対象は R加群、射は R-hom）な

どなど。

1.2 直和と直積と自由加群

直積：Mλ (λ ∈ Λ)を R加群の族とすると、∏
λ∈Λ

Mλ

は成分ごとの演算により R加群となる。（直積の universalityを満たす：演習。）

直和：Universalityによる定義Mλ (λ ∈ Λ)を R加群の族とすると、⊕
λ∈Λ

Mλ

なる R加群と、R-homの族 ιµ (µ ∈ Λ)

ιµ : Mµ →
⊕
λ∈Λ

Mλ

で、次の universalityを持つものがある。任意のR加群N であって、iµ : Mµ → N が各 µ ∈ Λ

に与えられているとき、次の性質を満たす h :
⊕

λ∈Λ Mλ → N が一意に存在する。

性質 iµ = h ◦ ιµ (for all µ ∈ Λ).

このようなものがあれば、「R加群の圏における」Mλ の直和という。

直和 構成：
∏

λ∈Λ Mλにおいて、有限個を除いて成分が 0であるようなものの全体は部分R

加群をなすが、これが上の性質を満たし、直和となる。

（R加群の圏では）Λが有限集合なら直和と直積は一致

直和 （部分加群として）上記とは意味が少し違う
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上のように無限個の族に対しても同様に定義できるが、気分を変えて有限個の場合を扱って

みる。

N1, . . . , Nn ⊂M : 部分 R加群

N := N1 +N2 + · · ·+Nn ⊂M : それぞれの元の和の集合（Niたちが生成する部分 R加群

と言っても同じ）

（直和の universalityから存在する、あるいはただ元の和により得られる）R-hom

n⊕
i=1

Ni → N

が同形のとき、N はNi たちの直和であるという。

自由 R加群と基底

定義 1.2.1. M を R加群とする。元の集合 xλ ∈M (λ ∈ Λ) が R上 1次独立とは、有限一次

結合
∑

λ:有限個 aλxλが 0のとき、常に aλ = 0となること。さらに、xλ (λ ∈ Λ)がM を R加

群として生成するときに、xλ をM の基底という。

定義 1.2.2. 基底の存在する R加群を自由 R加群という。

このとき、M の基底 (xλ)λ∈Λ に対し、Mλ := R • xλ = ⟨xλ⟩R ∼= Rとおくと

M =
⊕
λ∈Λ

Mλ
∼=
⊕
λ∈Λ

R

すなわち、自由 R加群とは Rの（任意個の）直和と同形な R加群に他ならない。

特に、自由かつ有限生成なら有限個 (たとえば n個)の基底がとれる (有限個の生成元をあ

らわすのに必要な基底をならべると、有限集合でありこれで生成されるから)。この場合には

M ∼= Rn.

定理 1.2.3. Rが体のとき、任意の R加群は自由である。（基底の存在定理）。基底の元の個

数（濃度）は基底の取り方によらない。

有限次元線形空間の場合については、線形代数でならっているはずである。実用上はその場

合を知っていればたいてい十分である。無限次元の場合の証明は、基底の存在には Zornの補

題を使う。濃度の比較も含めて、ここではやらない。

定理 1.2.4. Rが零環ではない単位的可換環のとき、自由 R加群M の基底の元の個数（より

一般には濃度）は基底の取り方によらない。この数をM のランク (rank, 階数)という。Rが

体のときには線形空間M の次元という。

証明. 無限基底のときは、なんだか考えにくいので有限個の基底の場合のみ考えてもらっても

いいです。

Rのイデアルで 1を含まないもの全体は、包含関係に関して空ではない帰納的順序集合とな

る。（0イデアルがあるから空でない、というところで「零環ではない」という条件を使う。）

従って、Zornの補題により包含関係に関して極大な 1を含まないイデアルがあり、これは R

の極大イデアルmをあたえる。
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いま、mM でM の元の m係数一次結合全体を表すと、これはM の部分 R加群となる。

商R加群M/mM にはmは零倍で作用する。従って (R→ End(M/mM)の核がmを含むか

ら)M/mM は体 R/m上の加群となる。ここで、M の基底を一つとると、そのM/mM にお

ける像が R/m加群としての基底となることがわかる。(xλをM の基底としたとき、xλの像

がM/mM をR上（R/m上といっても同値）生成することは自明。一次独立性だが、mM の

元を xiの一次結合で書くと定義から
∑

mixi　 (mi ∈ m)と一通りに書ける。いま、Rの元の

R/mへの像、M の元のM/mM への像を āであらわすと、
∑

āix̄i = 0ならば
∑

aixi ∈ mM ,

上の注意により ai ∈ mで āi = 0。)

従って、基底の元の個数（濃度）は、M/mM の体 R/m線形空間の一つの基底の元の個数

に一致する。（上の体に関する基底の定理から）それは基底の取り方によらない。

（ところで、細かいことですが、Rが零環だと R加群は零加群しかありません。そこには

{0}という一元からなる基底と、空集合という０個の元からなる基底があり、個数の一意性が
成り立ちません。）

こうして、自由 R加群の同形類は、濃度と一対一となる。特に、有限生成自由 R加群の同

形類は階数により自然数と一対一。（自然数は 0を含むとする。）

ねじれ元。R加群M の元 xに対し、その annihilator

Ann(x) = {a ∈ R | ax = 0}

が {0}でないとき xをねじれ元という。< x >R が Rと同形でない、と言っても同じ条件。

Rが整域なら、ねじれ元の全体が部分 R加群をなす。ねじれ部分 (torsion part)という。

1.3 完全系列と可換図式

R加群の列Mi (i = 1, 2, . . . , n)と R加群準同型

M1
f1→M2 → · · · →Mi

fi→Mi+1
fi+1→ Mi+2 → · · ·

fn−1→ Mn

が与えられたとき、長さ nの系列という。左や右や両方に無限に伸びた系列も自然に考えら

れる。この系列がMi において完全 (exact)であるとは、

Imfi−1 = Kerfi

が成立することである。いたるところ完全な系列を完全系列 (exact sequence)という。0 →
M → N が完全であることとM → N の単射性は同値、M → N → 0が完全であることと

M → N の全射性は同値。

定義 1.3.1. 0 → M
f→ N

g→ L → 0 が完全系列であるとき、これを短完全系列 (short exact

sequence) という。これは、f が単射、gが全射で、自然に誘導される N/Im(f) → Lが単射

（同型といっても同じ）であることと同値。

可換図式 図式を TeXで書くのが面倒なので黒板で説明するが、

N1 → M1

↓ ⟲ ↓
N2 → M2

(1.1)
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などと書いたら、この ⟲の書いてある４角形の各辺の射の合成（この場合、左上から右下に
行くのに二通りある）が一致すること。もともとは、建築現場で「ここにガラスが入っていま

す」という記号らしい。

five lemma, nine lemma, snake lemmaなどはホモロジー代数の参考書を見てほしい。（参

考書の演習問題にあらわれているこれらの補題は、一般的に使われているものより弱いので

お勧めしない。）

可換図式は universalityを使って証明するときに便利である。

例 1.3.2. 命題 1.1.6とその証明後のコメントの言い換えは、次のとおり。N ⊂ M を部分 R

加群とすると

0→ N →M →M/N → 0

なる短完全系列がある。今、f : M → Lなる R-homが与えられたとき、合成 N → M → L

が 0になるならば f はM/N を経由する (f factors through M/N)、すなわち f はある h :

M/N → Lにより合成M →M/N → Lと一致する。このような hはただ一つ存在する。

これを使うと上の可換図式 (1.1) に付随して、R-hom M1/Im(N1)→M2/Im(N2)が誘導さ

れる。そこに登場した縦二本の R-homが同形M1
∼= M2, N1

∼= N2 であるなら、誘導された

R-homも同型である。

1.4 単因子論

行列について。Rを可換環とする。Mn,m(R)で n×mの R成分の行列の集合をあらわす。

ランク nmの自由 R加群となる。

n = mのとき、Mn(R)で表す。積が入り、単位環となる。その積に関する（モノイドの）

可逆元の集合Mn(R)× は群をなす。これを GLn(R)で表す。A ∈ Mn(R) が GLn(R)に入る

必要十分条件は、AB = En = BAなるBが存在することになる。このような行列を可逆行列

という。

命題 1.4.1. A ∈Mn(R)が可逆である必要十分条件は、detA ∈ R× (ここで R× は Rの乗法

についての可逆元のなす群）。

証明. Ãを Aの余因子行列とする。線形代数でならったように AÃ = det(A) ·En = ÃAであ

る。従って、det(A)が Rの可逆元ならば 1
det(A) Ãが Aの逆元を与える。

逆に、Aが可逆ならば AB = En の determinantをとって det(A) det(B) = 1、すなわち

det(A) ∈ R×。

注意 1.4.2. 特に、R = Zのとき、Z× = {±1}であるから、可逆行列とは行列式が ±1とな
る行列のことになる。このような行列を unimodular行列という。

単項イデアル整域を PIDと書く。

定理 1.4.3. (単因子形)
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Rを PIDとする。任意のA ∈Mm,n(R)に対し、ある P ∈ GLm(R)とQ ∈ GLn(R)が存在

して、PAQが次の形になる。

e1

e2
. . .

es

0

. . .


(1.2)

ここに、空白は 0をあらわし、e1|e2, e2|e3, . . . , es−1|es, es ̸= 0である。Aに対して e1, . . . , es

は単元（すなわち R×の元）倍を除いて一意に決まる。e1, . . . , esを Aの単因子（elementary

divisor）という。(1.2)を Aの単因子形という。(不変因子形という書物もある。)

上の形だと正方行列っぽく見えるが実はm× n行列であることと、右下の 0は存在しない

かもしれないこと、s = 0(すなわち０行列)のこともあることを注意しておく。

Rが体のときには、線形代数でならっていると思う: eiは全て 1にとることができ、sが行

列のランクとなる。まず、定理の前半（P,Qの存在）を証明する。

RがEuclid整域の場合証明から計算方法がわかるので、一般の PIDでなくRが Euclid整

域の場合をまずやる。R = ZやK[t]（K は体）が代表的である。これらの環における互除法

については既知とする。

３種の基本変形行列を用いる。

1. 行入れ替え行列。左から Aにかけると、Aの i行と j 行が入れ替わるm×m行列があ

る。これは可逆。

2. 行単元倍。a ∈ R× をとる。左から Aにかけると、Aの i行が a倍されるm ×m行列

がある。これは可逆。

3. ある行のスカラー倍を別の行に足す。c ∈ Rをとる。左からかけると、Aの i行を c倍

して j 行に足すという効果のある行列がある。これは可逆。

これらの行列の具体的な形は参考書または線形代数の教科書を参照。「行基本変形」として、

一年生で習っているはず。これらの行列 (サイズはmにする)を右から掛けると、行ではなく

列に対する基本変形がなされる。これらの基本変形の繰り返しにより、単因子形に変形できれ

ば（左右からの可逆行列の積により単因子形にできることになるので）定理の前半（P,Qの

存在）は証明される。

証明は Aの行の数・列の数に関する帰納法による。1× 1行列の時には定理は自明である。

Aが零行列ならば s = 0で定理は証明されている。そうでないとき、行入れ替え・列入れ替

えで a11 ̸= 0としてよい。これから、行変形・列変形を繰り返して a11 ̸= 0の条件下で a11を

(Euclid整域の大きさに関して)減らしていく。（Zなら絶対値に関して減らしていく。K[t]な

ら次数に関して減らしていく。）少しでも減れば、「ステップが進んだ」という。Euclid整域

の定義（整列集合に大きさをとる）から、有限回しか減らすことはできない。従って、いずれ

は減らせなくなる。
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(1) 一列目に a11の倍数でない元があるとき次のようにして減らせる。行入れ替えで a21に

その元を持ってくる。a11, a21に着目する。a11に a21のRの元倍を足して、Euclid整域の意

味で (1, 1)成分を a21より小さくできる。次に、小さくなった a11の定数倍を a21に足すこと

で、a21 を a11 より小さくできる。これを繰り返すと、a11 と a21 の間で互除法をやっている

ことに他ならない。この、互除法をやるときに、成分 a11 と a21 に着目しながら、「定数倍し

て相手に足す」という部分を 1行目と 2行目の間で、行基本変形として行列に作用させる。互

除法の原理により、a11 と a21 のどちらかの成分が 0になって止まり、0でない方は a11, a21

の最大公約数 d(単元倍を除いて一意)となる。仮定より、dは a11 より真に小さいので、dを

(1, 1) 成分に行変形を用いて持ってきて「ステップが進んだ」。

(2) 一行目に a11の倍数でない元があるとき列変形により、上と同じ議論により「ステップ

が進む」。

(3) 一行目、一列目が全て a11の倍数となったとき一行目の Rの元倍を 2行目から引く、3

行目から引く、をくりかえして一列目を a11以外全て 0にできる。そののち、一列目の倍数を

ほかの列に足すことで一行目を a11 以外全部 0にできる。

この状態 (*)で、a11によって割り切れていない成分 aij があるとき、i行を 1行に足す基本

変形で a11 を変えないまま a1j を aij にできる。すると、上の (2)の状態になって「ステップ

が進む」。

したがって、ステップが進まなくなるのは (*)の状態でかつ、全ての成分が a11の倍数となっ

たときである。このとき、一行目と一列目をとりさった残りの行列に帰納法を適用すると、単

因子形が求まる。e1 := a11とおき、残りの行列の単因子を e2, . . . , esとすれば e1|e2で、Aの

単因子形が求まっている。

Rが一般の PIDの場合上と同じ議論をするが、a11 を「小さく」する、という大きさを、

整除関係によって定義する。すなわち、a|bかつ bが aの単元倍でないとき、a < bとする。こ

れは、イデアルとして (a) ⊃ (b) かつ (a) ̸= (b)と同値である。

PIDはネーター環なので、減少列 a1 > a2 > a3 > . . .は有限列である。（この事実の証明：

減少列に対しイデアル (a1, a2, . . .)を生成する bをとれば、任意の ai に対して (ai) ⊂ (b)よ

り b|aiであり、かつ bは aiの有限個の R係数一次結合だからその添え字の最大値 jをとれば

aj |bとなるから aj |ai、aj ≤ ai となり iは j を超えられない。）

補題 1.4.4. Rを PIDとする。x, y ∈ Rとする。x, yが生成するイデアル (x, y)は PIDの定

義よりある dにより (d)に一致する (dを x, yの最大公約元という、単元倍を除いて一意に定

まる)となったとする。このとき、

(
s t

u v

)
∈ GL2(R)で

(
s t

u v

)(
x

y

)
=

(
d

0

)

となるものがある。

証明は、dの定義から sx+ty = dとなる s, tが存在し、このとき (x, y) = (d)からx = x0d, y =

y0dなのでu = −y0, v = x0とおけばux+vy = 0であり、行列式 sv−tu = sx0+ty0 = d/d = 1

である（両辺を d倍するか、商体で考える）。

上の単因子形の存在証明では、a11 と a21 に着目して左から可逆行列を掛けてそれぞれ d, 0

とできるという点で Euclid性を使っていた。この補題により、このステップは一般の PIDで
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実行できることがわかる。（s, t, u, vからなる 2× 2行列を左上にもち、残りは対角成分のみ

が 1で他は 0なる行列 (**)を左からかければよい。）a11が真に減る回数は有限個であること

も示されているので、単因子形を求めるアルゴリズムは停止する。

系 1.4.5. Rを PIDとする。M ∈ GLm(R)は、行の単元倍行列、行入れ替え行列と (**)の形

の行列の積によりあらわされる。

証明. M に、定理の前半を使うと、PMQを単因子形にできる。このとき、その証明を使え

ば P とQは入れ替え行列と (∗∗)の形の行列の積であらわされる。さて、M ∈ GLm(R)より、

その行列式は R×であるから単因子は ei ∈ R×, s = mでなくてはならない。P にさらに行の

単元倍行列を掛けることにより ei = 1としてよい、すなわち PMQ = En としてよい。この

とき移項してM = P−1Q−1 であり、これは系を示している。

定理の後半：単因子形の一意性

補題 1.4.6. Rを PID, A ∈Mm,n(R)とする。l ≤ min{m,n}に対し、d(l, A)で「Aの l次小

行列式全ての最大公約数」を表す（単元倍の違いを除いて定義される）。このとき、可逆な P ,

Qに対して d(l, A)と d(l, PAQ)は単元倍しか違わない。

証明. 系 1.4.5により、d(l, A)がAに左から（さらに、右から）行の単元倍行列、行入れ替え

行列と (**)の形の行列を掛けたときに変わらないことを示せばよい。左から掛けたときにつ

いて考える。右から掛けたときも同様に示せる。

前半二つについては、行列式の線形性と交代性から従う。最後のものについては、小行列の

位置に関して場合わけを行う。l次小行列が、1行目、2行目を含まないときには (**)を左から

かけても変わらない。両方含むときには、(**)の形の l次行列がこの小行列に掛け算されるか

ら、行列式は変わらない。片方だけ含むとき、たとえば一行目だけを含むときは、l次小行列は

(**)を掛けることによって一行目が sa1+ ta2の形に変わり、他は変わらない。その行列式は、

一行目を a1 としたものの s倍と一行目を a2 としたものの t倍の和であるから、d(l, A)の倍

数であることは示される。以上合わせて、P を (**)の形の行列としたときに d(l, A)|d(l, PA)

が示される。P の逆行列 P−1 も (**) の形をしているので d(l, PA)|d(l, P−1PA) が言えて、

d(l, A)と d(l, PA)が単元倍しか違わないことがわかる。

この補題から、Aの単因子形の一つをM とすると d(l, A) = d(l,M)(単元倍を除いて)。単

因子形に対しては d(l,M) = e1e2 · · · el であるから、eiは Aにより d(i, A)/d(i− 1, A)として

単元倍を除いて一意に決まる。

系 1.4.7. 商集合GLm(R)\Mm,n(R)/GLn(R) は、単因子形（単元倍は同一視する）の集合と

上の対応により全単射。

1.5 PID上有限生成加群の構造（有限生成アーベル群の構造）

定理

定理 1.5.1. Rを PIDとする。R上のランクm (m <∞)の自由 R加群M の部分 R加群N

は、自由 R加群である。さらに、N の階数はm以下となる。
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mに関する帰納法を用いる。m = 0のときには示すべきことは自明である。m = 1のとき、

Rの部分 R加群とはイデアルであり、PIDだから単項生成で、0イデアルでなければ Rと同

形で自由となる。0イデアルでもランク 0の自由 R加群。

m− 1での成立を仮定する。M ∼= Rm を横ベクトルとみなし、右端の成分への射影を prm

とすると

0→ Rm−1 →M
prm→ R→ 0

なる短完全系列ができる。prm(N) ⊂ Rは R加群であり、m = 1の場合からこれはランク 0

またはランク 1の自由 R加群である。

短完全系列

0→ Rm−1 ∩N → N
prm→ prm(N)→ 0

は、右端が自由 R加群なので分裂し、N は右と左の R加群の直和となる（演習）。左は帰納

法の仮定より自由であり、自由加群の直和は自由 (基底は合併集合) となるので題意は証明さ

れた。

なお、上の定理で、次元に関する有限性の仮定は実は必要ない。

定理 1.5.2. Rを PIDとする。自由 R加群M の部分 R加群N は自由 R加群である。

証明. M の基底を Sとする。Sの部分集合 T であってN ∩ ⟨T ⟩が自由R加群であるものを考

え、その基底 U を一つ固定する。こうして得られるペア (T,U)の集合をMであらわす。M
は空集合のペアを含むから空ではない。また、包含関係により帰納的順序集合となっているか

ら、Zornの補題により極大元 (T0, U0)が存在する。いまもし T0 = S であったとすると、U0

はN = N ∩ ⟨T0⟩の基底を与えるから帰結が言える。いまもし T0 = Sではなかったとすると、

s ∈ S \ T0 が存在する。T1 := T0 ∪ {s}とする。短完全系列

0→ ⟨T0⟩ → ⟨T0, s⟩ → ⟨s⟩ → 0

を考えて、真ん中をN に制限すると

0→ N ∩ ⟨T0⟩ → N ∩ ⟨T0, s⟩ → pr(N)→ 0

であるが、pr(N) ⊂ ⟨s⟩は Rが PIDゆえ自由であるので、この短完全系列は分裂する。仮定

より左端は自由。よって真ん中も自由 R加群である。とくに、真ん中の基底として、左側の

部分 R加群の基底と、右側の分裂の像の基底の合併がとれるので、U0 を含む基底 U1 がとれ

る。(T1, U1)の存在は、極大性に矛盾する。

定理 1.5.3. （有限生成 PID加群の構造定理）Rを PIDとし、M を有限生成 R加群とする。

ある自然数 r ≥ 0と Rの元の列 e1|e2|e3| · · · es であって、e1が単元でなく es ̸= 0なものが存

在して

M ∼= Rr ⊕R/(e1)⊕ · · · ⊕R/(es)

と R 加群として同形となる。このような r は一意に定まり、M の（自由）ランクという。

e1, . . . , es は、単元倍を除いて一意に定まる。

このとき、M を R上生成するのに必要な最小生成元の個数は r + sとなる。(演習)
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証明. 同形の存在M がm元で生成されるということと、Rm →M なるR加群全射があるこ

ととは同値。この全射の核は、定理 1.5.1により有限生成自由。したがって、

0→ Rn → Rm →M → 0

なる短完全系列がある。演習問題により、Rn → Rm は（それぞれ縦ベクトルの集合とみな

して）ある A ∈Mm,n(R)を左から掛ける写像と一致させることができる。単因子形の存在定

理 1.4.3を用いると、ある可逆行列 P,Qにより PAQは単因子形にできる。可換図式であらわ

すと

0 → Rn A→ Rm → M → 0

Q ↑ P−1 ↑ ↑
0 → Rn 単因子形→ Rm → E → 0

である。ここに、上向きの射は Q, P−1 をそれぞれ掛けることにより定義される同形射であ

り、右端の上向きの射はそこから例 1.3.2 により誘導される射で、同形となる。

ここで、E は、単因子形の形から

R/(e1)⊕R/(e2)⊕ · · · ⊕R/(es)⊕Rm−s

と同形となる。eiのうち単元であるものはR/ei ∼= {0} となるから取り除いて良く、定理のよ
うな表示が与えられた。

一意性の証明同じM が同様の条件を満たすように Rr′ ⊕ R/(e′1)⊕ · · · ⊕ R/(e′s′) と部分 R

加群に直和分解されたとする。Rが整域なので、ねじれ元は部分加群となる。M が上のよう

な表示をもつ R加群であれば、ねじれ元の全体は R/e1 ⊕ · · · ⊕ R/es であらわされる部分と

なる。ここからM の部分集合としてねじれ部分群が

R/e1 ⊕ · · · ⊕R/es = R/(e′1)⊕ · · · ⊕R/(e′s′) (1.3)

と一致する。従って、その商は自由R加群であるが、ランクの一意性 (定理 1.2.4)により r = r′

となる。あとは、上の (1.3)が成立しているときに、s = s′ かつ (ei) = (e′i)を言えばよい。

まず、一般に (1.3)の同形があったら s = s′ となることを示す。このねじれ加群を改めて

M としよう。さて、e1 は単元でないから、e1 を含む極大イデアル pが Rに存在する。一般

に M に対し、イデアル p と M の元の積で生成される M の部分 R 加群を pM と書く。い

まこのM は R/(ei)の直和に分解されている。このことから、M/pM は (R/(ei))/(pR/(ei))

の直和に分解されることがわかる（なぜでしょう）。(p) ⊃ (e1) ⊃ . . .により、各直和因子は

(R/(ei))/(pR/(ei)) ∼= R/pと R加群として同型になる。従って

M/pM ∼= (R/p)⊕ · · · ⊕ (R/p) s個

となる。同じことを e′i の方でやろうとすると、(p) ⊃ (ei)となる保証がない。しかし、(p) ⊃
(ei) なら商は上のようになるし、(p) ⊃ (ei) でないなら極大性より (p) + (ei) = R となり、

(R/ei)/(pR/ei) = 0となる。従って、M/pM の体 R/p上の次元は s′ 以下となる。これより

s ≤ s′。逆に、(e′1)を含む極大イデアル qをとって議論すれば s ≥ s′。よって s = s′。

さて、あとは (ei) ̸= (e′i)となるような iが存在しないことを示せばよい。存在したとして、そ

のようなもののうち iが最大のものを持ってくる。(1.3)の両辺に eiを掛けると、ei(R/ej) = 0

(j ≤ i)である。((ej) ⊊ (ei))なる最初の j をとれば左辺は非零加群の s− j + 1個の直和

eiR/ej ⊕ · · · ⊕ eiR/es
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となる。同じ加群 (1.3)の右辺に eiを掛けると、iの最大性から、それを超えたら (ei+1) = (e′i+1)

であるから、少なくとも上の s− j + 1個の直和となる。ところが、このような条件の直和の

個数は一定になることをたったいまみた。このことから、ei(R/(e′i)) = 0とならなくてはなら

ず、e′i|ei が言えた。逆の議論により ei|e′i となり、仮定に矛盾。

系 1.5.4. Rを PIDとし、M を有限生成 R加群とすると、

M ∼= Rr ⊕
k⊕

i=1

li⊕
j=1

(R/(p
eij
i ))µij

と表せる。すなわち、相異なる（単元倍で写りあわない）素元 p1, . . . , pk があって、R/(p
eij
i )

の形の R 加群の直和になり、その重複度は µij である (µij > 0)。このような標記の仕方は pi

の単元倍と順番の入れ替えを除いて一意。

証明. 存在上の定理において、R/eiに対し eiを素元分解して中国式剰余定理を使うと存在が

言える。（eiと eij は無関係で、紛らわしい記法でごめんなさい。）一意性M において、素元

pに対し、pを何度か掛けると 0となる部分集合は R部分加群である。M の p部分 (p-part)

と言う。M が有限個の pに関して、p部分の直和にただ一通りに分解することを示すことが

できる。各 p部分に対して、上の定理の一意性の証明と同様の、しかしより簡単な議論を適応

すれば一意性が出る。

R = Zとすると前のから次の定理を得る。

定理 1.5.5. （有限生成アーベル群の構造定理ないし基本定理）M を有限生成アーベル群と

すると、

M ∼= Zr ⊕ Z/(e1)⊕ · · · ⊕ Z/(es)

とあらわせる。ここに、1 < e1|e2| · · · esは 2以上の自然数であり、rともどもM により一意

に決まる。

系 1.5.6. （有限アーベル群の構造定理ないし基本定理）M を有限アーベル群とすると、

M ∼= Z/(e1)⊕ · · · ⊕ Z/(es)

とあらわせる。ここに、1 < e1|e2| · · · es は 2以上の自然数であり、M により一意に決まる。

esはこの加群の元の位数のうち最大のものであり、M の指数 (exponent)ということがある。

これらの結果についても、「素数べき版」があるが割愛する。

1.6 Jordan標準形

K を体とし、V = Kn（たてベクトルの空間）, A ∈ Mn(K)とする。Aを左から掛けるこ

とで A ∈ EndK(V ) （V のK 線形自己準同型の成す環）とみなせる。

環準同型K[t]→ EndK(V )であって、tを Aにうつし、K の元はスカラー倍に移すものが

ただ一つある（多項式環の universality）。これにより、V はK[t]加群となる。（より具体的に

は、f(t) • v = f(A)vで与えられる。）
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以下、R = K[t]と書く。次の短完全系列が存在する。

0→ Rn (tIn−A)→ Rn → Kn → 0.

これを正確に述べる。V := Knの標準基底を e1, . . . , en とする。形式的に ei を基底とする一

次元自由 R加群 R · ei を考える。ここから、Rの元を実際に ei ∈ V に作用させる（t倍は

A倍で作用）ことで、R加群準同型 R · ei → V が得られる（自由 R加群の universalityと

言ってもよい）。これらを合わせて、f : Rn := ⊕(R · ei) → V なる R加群準同型ができる。

Im(tI − A) ⊂ Kerf は、t倍することと A倍することが同じ結果になることから ei ごとに調

べて確かめられる。従って

Rn/Im(tI −A)→ Rn/Ker(f) ∼= V

となる。全射性は（商だから）自明である。左辺のK上の次元を考える。modulo Im(tI −A)

で tei = Aeiを使うと、eiの係数をmodulo Im(tI −A)で全てK の元に取り換えられること

がわかる。ここから、左辺はK 上 eiで生成されることがわかり、次元は n以下となる。それ

が、V にK 線形に全射しているので、線形代数の定理により同型となる。従って、短完全系

列の真ん中の完全性が得られる。tI − Aの単射性は使わないのだが、その行列式が非零なこ

ととK[t]が整域であることから単射性は（余因子行列をとるなどの手法で）従う。

単因子論より

0 → Rn (tIn−A)→ Rn → V → 0

Q ↑ P−1 ↑ ↑
0 → Rn 単因子形→ Rn → E → 0

とできる。ここでEはR加群として定理 1.5.3の形に同型となる。その形は、tIn−A ∈Mn(R)

の単因子形を求めればわかる。さらに中国式剰余定理を用いて、系 1.5.4の形にも同型である。

さて、いま、V と同形な R加群 E が与えれたとすると、g : V → E なる R同型が与えら

れたことになる。t倍は、左では行列 Aの積であたえられ、E には t倍で与えられる。今、E

として簡単な形のものをとり、あるK 線形基底をとって t倍のK 線形表現行列を標準的な形

J とすれば、J = GAG−1とできる。ここに、Gは gのこれらの基底に関する表現行列をあら

わす。系 1.5.4に現れる直和因子において、t倍の表現行列を求めてみる。

代数閉体とは限らない場合 f(t) = tn + an−1t
n−1 + · · · a0 ∈ K[t]とする。K[t]/(f(t))にお

いて、基底 tn−1, . . . , t, 1をとると、t倍のK 線形表現行列は

Af :=



−an−1 1 0 . . . 0

−an−2 0 1 . . . 0
... 0 0

. . . 0

−a1 0 0 . . . 1

−a0 0 0 . . . 0


となる。これを同伴行列 (companion matrix)という。(ウソ。通常この行列を逆対角線でひっ

くり返したものをいう。)



1.6. Jordan標準形 17

K[t]/(f(t))2 においては、tn−1f(t), . . . , tf(t), f(t), tn−1, . . . , t, 1, なる基底をとると、 Af

0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 Af


なる表現行列が得られる。３乗だと、３段重ねになる。こうやって、一般の体での標準形が得

られる。これを、有理標準形という。

代数閉体のとき：あるいはより緩く、特性多項式が一次式の積に分解するときは Jordan標

準形にできる。すなわち、既約多項式は f(t) = (t− α)のかたちとなり、Af はサイズ 1で成

分は αとなるから、K[t]/(t−α)mにおいては基底として (t−α)m−1, · · · , (t−α), 1 を選ぶこ

とで Jordanブロックを得ることができる。

以上により、Jordan標準形の計算は、単因子の計算に帰着される。なお、変換行列Gも単

因子論の過程で求まっているのであるが（演習）、その具体的な形を単因子論の方法で求める

のはしばしば実用的ではない。
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第2章 テンソル積

参考書のうち、テンソル代数はやらない予定である。

2.1 テンソル積の定義

定義 2.1.1. Rを環、Mを右R加群、Nを左R加群とする。Lを加群とする。写像 f : M×N →
Lは、次の 3条件を満たすとき R-balanced mapであるという：

1. 任意にm ∈M を固定したとき f(m,−) : N → Lは加群準同形

2. 任意に n ∈ N を固定したとき f(−, n) : M → Lは加群準同形

3. f(mr, n) = f(m, rn)が任意の r ∈ R, m ∈M,n ∈ N について成り立つ。

定義 2.1.2. R-balanced map Φ : M ×N → T がM と N の R上のテンソル積であるとは、

次の性質 (universality)を満たすこと：任意の R-balanced map f : M ×N → Lに対し、あ

る加群準同形 h : T → Lが存在して f = h ◦ Φとなる。また、この性質をもつ hはただ一つ

である。

しばしば、T のみをテンソル積と言いM ⊗R N で表す。上の定義から、M ⊗R N は存在す

れば標準的な同形を除いてただ一つである。とはいえ、これでは「同形を除いて」しか定義で

きないので最初のうちは心許ない。が、なれると大丈夫になる。なお、次の構成法により存在

が保証されるので、次を定義に採用すればこんな心配はない。

定理 2.1.3. (テンソル積の構成) 直積M ×N の代数的構造をわすれ、ただの集合と思う。こ

の元を基底とする自由 Z加群を T̃ とする。すなわち、T̃ は (m,n) ∈M ×N の形式的な Z係
数一次結合の全体である。

T̃ の次の３種類の（無限個かも知れない）元

(m1 +m2, n)− (m1, n)− (m2, n)

(m,n1 + n2)− (m,n1)− (m,n2)

(mr, n)− (m, rn)

で生成される部分 Z加群を K̃ であらわす。商加群

T := T̃ /K̃

と

Φ : M ×N → T, (m,n) 7→ [(m,n)]

(ここに、[ ]は商加群の類を表す) が、テンソル積を与える。
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証明. M ×N → T が R-balanced map であることは、K̃ の定義から従う。

universalityについて。今、f : M ×N → LなるR-balanced mapが存在したとする。自由

加群の universalityにより

M ×N → T̃
f̃→ L

なる加群準同形 f̃ で、左端から右端まで合成すると f となるものがある (*)。ここで、f が

R-balancedであるということから、

f̃(m1 +m2, n) = f(m1 +m2, n) = f(m1, n) + f(m2, n) = f̃(m1, n) + f̃(m2, n)

の真ん中の等号が言える。両側の等号は上の (*)から言える。従って、f̃ は (m1 + m2, n) −
(m1, n)− (m2, n)の形の元を Lにおける 0に移すことが分かる。他の２種の元も 0に移すこ

とが同様に示せるから、商の universality（命題 1.1.6）により f̃ が合成 T̃ → T̃ /K̃
h→ L とな

るような hがある。右から Φを合成すると

M ×N → T̃ /K̃
h→ L

は f となる。このような hはただ一つ。（なぜなら、T̃ /K̃ は R加群としてM ×N の像が生

成するから。）これは、テンソル積の universalityと同じ性質である。

定義 2.1.4. (m,n) ∈M ×N のM ⊗R N での像 Φ(m,n)をm⊗ nと書く。M ⊗R N の元は、

この形の元の有限個の和として書かれる。M ⊗R N から Lへの加群準同形を与えることは、

R-balanced map f を与えることと同値なので、f により与えられる加群準同形を

m⊗ n 7→ f(m,n)で与えられるM ⊗R N → L

と表現する。言いかえると、次の標準的な加群同型が与えられる：

BalanceR(M ×N,L) ∼= Hom(M ⊗R N,L).

定義 2.1.5. Rを可換環とし、M,N,Lを R加群とする。f : M × N → Lが R双線形写像

(bilinear map) であるとは、次の２条件を満たすこと：

1. 任意にm ∈M を固定したとき f(m,−) : N → Lは R加群準同形

2. 任意に n ∈ N を固定したとき f(−, n) : M → Lは R加群準同形。

（注：このとき f(rm, n) = rf(m,n) = f(m, rn)が自動的に従う。よって R-balanced。）

定理 2.1.6. 上のテンソル積の定義で、R を可換環とする。すると、T := M ⊗R N には

r • (m⊗ n) = (rm⊗ n) = (m⊗ rn) により R加群の構造が入り、Φは R双線形写像となる。

そして、次の universalityを満たす：任意の R双線形写像 f : M ×N → Lに対し、R加群準

同形 h : T → Lが存在して f = h ◦ Φを満たす。

証明. R双線形写像は R-balancedであるから、R加群準同形とは限らないけど加群準同形で

あるような hであって上の性質を満たすものがただ一つ存在する。ゆえに、T がR加群となる

ことと、hが R加群準同形になることを示せばよい。(m,n) 7→ (rm)⊗ n は balancedなので

T に r倍が定義される（R加群になることは省略）。hは加群準同形であるゆえ、hが R-hom
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であることを言うには Rの元倍を保存することを見ればよい。それには、T の R加群として

の生成元であるm⊗ nたちについて、Rの元倍の保存を見ればよい（なぜでしょう）が、

h(rm⊗ n) = h(Φ(rm, n)) = f(rm, n) = rf(m,n) = rh(Φ(m,n)) = rh(m⊗ n)

より従う。

Φ(m,n) = m⊗ nの bilinearityより、(m1 +m2)⊗ n = m1 ⊗ n+m2 ⊗ n などが従う。

以下、簡単のために可換環を扱う。⊗R の Rは、明白なときには省略される。

命題 2.1.7. Rを可換環とする。∼=は、R加群の (標準的な)同形を表す。

1. R⊗R M ∼= M ∼= M ⊗R R

2. L⊗R (M ⊗R N) ∼= (L⊗R M)⊗R N

3. M ⊗N ∼= N ⊗M

4. この項目だけ Rを一般の環とし、Mλ を右 R加群の族、N を左 R加群とする。

(
⊕
λ∈Λ

Mλ)⊗R N ∼=
⊕
λ∈Λ

(Mλ ⊗R N)

最後の式により、たとえばM が bλ を基底とする右自由 R 加群であれば Z加群の同形を
得る：

M ⊗R N ∼=
⊕
λ∈Λ

bλ ⊗N

(ここに、bλ ⊗N = {bλ ⊗ n|n ∈ N} )。特に、Rが可換でM,N がそれぞれ基底 bλ (λ ∈ Λ)

cµ (µ ∈ M) をもつ R自由加群ならばM ⊗N は bλ ⊗ cµ ((λ, µ) ∈ Λ ×M) を基底とする R

自由加群である。

(行列の Kronecker積は演習)

命題 2.1.8. Rを環とする。右 R加群の準同形M1
f→M2 と（左）R加群N に対し、加群準

同形M1 ⊗R N
h→M2 ⊗R N であって h(m⊗ n) = f(m)⊗ nとなるものがただ一つ定まる。h

を f ⊗N あるいは f ⊗ idN で表す。

注意 2.1.9. 右R加群準同形の列M1
f→M2

g→M3のとき、(g ◦f)⊗N = (g⊗N)◦(f⊗N)が

簡単に確かめられる。また、idM1 ⊗N = idM1⊗N である。このような対応のことを、「−⊗N

は R加群のカテゴリーから加群のカテゴリーへの関手 (functor)である」という。

関手の定義をきちんと述べる。カテゴリー C からカテゴリー Dへの関手 F とは、材料：

1. C の objectの「集合」から Dの objectの「集合」への写像 Fo,

2. C の objectの各ペア A,B に対し、写像

FA,B : HomC(A,B)→ HomD(Fo(A), Fo(B))

が与えられて、次の二つの公理を満たすこと。

• FA,A(idA) = idFo(A),
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• FA,C(g ◦ f) = FB,C(g) ◦ FA,B(f) (A
f→ B

g→ C のとき)

注意 2.1.10. Rを環とする。右 R加群準同形M1
f→ M2 と左 R加群準同形 N1

g→ N2 が与

えられたとき、加群準同形

M1 ⊗R N1
f⊗g→ M2 ⊗R N2

が (f ⊗ g)(m1 ⊗ n1) := f(m1) ⊗ g(n1) で与えられる。なお、この「与えられる」は、定義

2.1.4参照。

命題 2.1.11. (テンソル積の right exactness) N を (左)R加群とする。

0→M1 →M2 →M3 → 0

が右 R加群の短完全系列であれば、⊗RN して得られる

M1 ⊗N →M2 ⊗N →M3 ⊗N → 0

は加群の完全系列である。

証明. 真ん中から右への写像が全射であることは、テンソル積の構成法における生成元のレベ

ルで全射であることから従う。

真ん中の exactnessを言うのには、M3 ⊗N が左の Cokerになっていることを言えばよい。

すなわち、f : M2⊗N → L (*)であって、合成M1⊗N →M2⊗N → L が 0であれば (**)、

M3 ⊗N を経由すること (***)を示す。(*)はM2 ×N → Lなる balanced mapと一対一。合

成 (**)と対応する balanced mapはM1 ×N →M2 ×N → L. 対応は一対一だからこの合成

が 0写像。これは f がM2/M1 ×N → Lなる R-balanced map を経由していることを示す。

M3
∼= M2/M1 を用いてテンソル積の言葉にもどすと、所望の結果を得る。

注意 2.1.12. ・この性質を「関手 ⊗RN は右 R加群の圏から加群の圏への右完全関手 (right

exact functor)である」という。

・なお、証明からわかるように、定理の仮定の短完全系の左の単射性 0→M1は不要である。

・R加群準同形の列の完全性は、加群準同形の列としての完全性と同値である。

・Rを可換環とする。Rを（可換とはかぎらない）一般の環とみて構成したテンソル積と、

Rを可換環とみて構成したテンソル積とは加群として同一である。従って、この場合⊗RN は

R加群の圏からそれ自身への right exact functorである。

上の右完全性は、

(M2/M1)⊗N ∼= (M2 ⊗N)/(Im(M1 ⊗N))

とも言い換えられる。ここに、右の ImはM2 ⊗N における像を示している。

例 2.1.13. Rを可換環、I をそのイデアルとすると 0→ I → R→ R/I → 0 なる短完全系列

を得る。任意の R加群M に対し、テンソル積をとると

I ⊗M → R⊗M → (R/I)⊗M → 0

なる完全系列を得る。ここで、真ん中の R加群はM と同形である。そこでの左端の加群の

像は

IM := ⟨am|a ∈ I,m ∈M⟩R
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に一致する。従って

(R/I)⊗M ∼= M/IM, [r]⊗m 7→ [rm]

である。

特に、JもRのイデアルとするときR/I⊗RR/J ∼= (R/J)/(I(R/J))で、R→ (R/J)/(I(R/J))

は全射でカーネルが I + J となること (なぜでしょう)から

R/I ⊗R R/J ∼= R/(I + J).

命題 2.1.14. R を可換環とし、M1 ⊂ M , N1 ⊂ N を部分 R 加群とする。M ⊗R N →
(M/M1)⊗R (N/N1) の核は、M1 ⊗N →M ⊗N およびM ⊗N1 →M ⊗N の像の和に一致

する。すなわち

(M ⊗N)/(Im(M1 ⊗N) + Im(M ⊗N1)) ∼= (M/M1)⊗ (N/N1)

証明. 像のそれぞれが核に入ることは容易。よって和も核に入る。すると、左から右への準同

形が作られる。逆に、[m] ∈M/M1, [n] ∈ N/N1に対して [m⊗n] ∈ (M ⊗N)/(Im(M1⊗N)+

Im(M⊗N1))を対応させる写像を考える。M×N上定義された写像がM/M1×N/N2を経由する

well-definedness のチェックは容易で、R双線形になることも確かめられ、(M/M1)⊗ (N/N1)

の universality から右から左への準同形が作られる。これらが逆射になることは各自チェッ

ク。

定義 2.1.15. Rを単位的環とする。Rの中心 Z(R) ⊂ Rとは、「Rの元で、Rの任意の元と

積について可換」なものがなす Rの部分環。単位的可換環となる。

K を単位的可換環とする。環準同型K → Z(R)が与えられているとき、RをK 多元環 (あ

るいはK 代数、K-algebra、あるいはK 上の環, ring over K) という。Rが可換なときはK

多元環と言わないことが多い。

例 2.1.16. K を可換環とするとき、Mn(K)は（K → Mn(K), a 7→ aIn により）K 多元環

である。

定義 2.1.17. K → R1, K → R2 を二つのK 多元環とする。K 多元環としての準同形とは、

環準同形 R1 → R2 であって、合成K → R1 → R2がK → R2と一致するもの。K 代数の準

同型 (K-algebra homomorphism)、K 上の環としての準同型ともいう。

命題 2.1.18. (多項式環の universality) K を可換環とする。多項式環 K[t1, . . . , tn] は次の

universalityを持つ。K → RをK 多元環とし、r1, . . . , rn ∈ Rを積について互いに可換な任

意の元とするとき、ti を ri に送るK 多元環としての準同型、すなわち

K → K[t1, . . . , tn]

|| ⟲ ↓
K → R

を可換にするK[t1, . . . , tn]→ Rが存在し、ただ一つである。（特に、n = 1のときには可換性

の条件はない。）
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命題 2.1.19. (係数変換) Kを可換環とし、RをK多元環とする。K加群M に対し、M⊗K R

には r • (m⊗ s) := (m⊗ rs)により左 R加群の構造が入る。M ⊗K Rを、M の係数のK か

ら Rへの変換という。K ⊂ Rのときは Rへの係数拡大という。（Rが可換環のとき、スキー

ム論では）base changeとも言う。

注意 2.1.20. 上の ⊗KRは、K 加群のカテゴリーから R加群のカテゴリーへの関手である。

命題 2.1.21. K を可換環とする。R,S がK 多元環のとき、R⊗K S はK 加群であるが、

(r1 ⊗ s1) · (r2 ⊗ s2) := r1r2 ⊗ s1s2

により環となる。1R ⊗ 1S を単位元とする単位環となり、k ∈ K 7→ k ⊗ 1 = 1 ⊗ k によりK

多元環となる。

証明. 単位環U とは、加群であって、積 ·が定義されてモノイドとなり、左からの積が誘導する
U → Map(U,U)が U → End+(U)を引き起し、加群準同形かつ積についてモノイド準同形と

なる、という定義であった。(End+は加群としての自己準同型のなす環。）(r ·(−))⊗(s ·(−)) ∈
EndK(R⊗ S) は

R× S → EndK(R⊗ S)

を与える。K-bilinearだからK 加群準同形

R⊗ S → EndK(R⊗ S)

を与える。これが積モノイド準同型であることのチェックは面倒だが易しい。

例 2.1.22. 多項式環のテンソル積。K 多元環として K[x] ⊗K K[y] ∼= K[x, y] が成立する

(演習)。

Rが可換環のときは、単にK → Rなる環準同型を与えることと RがK 多元環であること

とは同じ。このときは、多元環という言葉よりもK 代数あるいはK 上の環という用語がつか

われる。

例 2.1.23. 例 2.1.13の同型 R/I ⊗R R/J ∼= R/(I + J) は、R代数としての同型である。

命題 2.1.24. A,B,C を可換環とし、A→ B, A→ C なる環準同型が与えられているとする。

このとき、

B → B ⊗A C ← C,

b 7→ b⊗ 1, 1⊗ c← c, は push out(pull backの双対概念)である。

すなわち、この二つの射は (単位的)可換環の準同形であり、

A → B

↓ ⟲ ↓
C → B ⊗A C

は可換な squareを為し、次の universalityを満たす。任意の可換環 D と環準同型 B → D,

C → Dで

A → B

↓ ⟲ ↓
C → D
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が可換なとき、h : B ⊗A C → Dであって合成B → B ⊗A C → Dが与えられた B → Dに一

致し、合成 C → B ⊗A C → Dが与えられた C → Dに一致するものが存在する。そして、そ

のような hはただ一つである。

証明. とりあえず省略したい。(演習)

2.2 平坦加群・射影的加群・単射的加群

2.2.1 平坦加群

Rを環、N を R加群とする。注意 2.1.9により、(−) ⊗R N は右 R加群のカテゴリーから

加群のカテゴリーへの関手であった。命題 2.1.11から、この関手は短完全系列を右完全系列

（左端の 0→を落とした短完全系列）に移す。このような関手を right exact functorという。

より強く、短完全系列を短完全系列に移すような関手は exact functorという。(−) ⊗R N が

exact functorとなるような N を平坦 R加群 (flat R-module)という。平たく言えば：

定義 2.2.1. Rを可換環とし、N を R加群とする。右 R加群の任意の短完全系列

0→M1 →M2 →M3 → 0

に対し、⊗RN して得られる

0→M1 ⊗N →M2 ⊗N →M3 ⊗N → 0

が完全であるとき、N を平坦 R加群という。

命題 2.1.11から,　この条件は次のように言い換えられる：M1 →M2が単射なら、M1⊗N →
M2 ⊗N も単射。どこらへんが「平らな感じ」なのかは、僕は分かっていない。

例 2.2.2. 1. Rは R加群として平坦。次を使えば、（Rの直和と同形であるから）自由 R

加群はみな平坦。

2. Nλ (λ ∈ Λ) がそれぞれ平坦ならば ⊕λ∈ΛNλ も平坦。(命題 2.1.7の４番を使う。次の命

題も同じ方法で証明できる。)

3. 上の逆が成立。すなわち平坦 R加群の直和因子は全て平坦。

定理 2.2.3. Rを環、N を R加群とする。以下の条件は同値。

1. N は平坦

2. 任意の右 R加群の埋め込みM1 ⊂M2 に対し、M1 ⊗N →M2 ⊗N が単射

3. 任意の有限生成右R加群M2 とその有限生成右R部分加群M1 ⊂M2に対し、M1⊗N →
M2 ⊗N が単射

4. Rの任意の右イデアル I ⊂ Rに対し、I ⊗N → R⊗N が単射
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5. 任意の R加群の短完全系列

0→ L→M → N → 0

と右 R加群 S に対し、

0→ S ⊗ L→ S ⊗M → S ⊗N → 0

は短完全系列。

証明. 1⇔ 2は right exactnessから。2⇒ 3は自明。

3⇒ 2: 今、2を否定して、あるM1 ⊂M2が存在して ⊗RN すると単射でなくなるとする。

M1 ⊗ N → M2 ⊗ N の核に入る元 xは mj ⊗ nj の形の元の有限和 x =
∑

mj ⊗ nj である

（mj ∈ M1）。いま、ここに現れる mj たちが R 上生成するM1 の（有限生成）部分加群を

M ′
1 ⊂M1 とする。M ′

1 ⊗N には x′ =
∑

mj ⊗ nj と書かれる元があり、そのM1 ⊗N での像

は xになっている。

さて、xのM2 ⊗N での像が零になるということは、テンソル積の構成的定義 (定理 2.1.3)

にあらわれた「関係式」部分加群 K̃（M としてM2をとる）の中に
∑

(mj , nj) ∈ T̃ が含まれ

るということになる。ということは、K̃ に現れた３種類の元たちの有限個の和で表されるこ

とになる。これら「使われた関係式」にあらわれるM2 の元は有限個である。

そこで、M2において、mj たちに加えてこれらにあらわれたM2の元を合わせたもの（それ

でも有限個）で生成されるM2の有限生成部分加群をM ′
2とする。作り方から、x′のM ′

2⊗N

での像は (M ′
2 ⊗ N を定義する際に使われる「関係式 K̃ ′

2」に入るので)0 になる。従って、

M ′
1 ⊗N →M ′

2 ⊗N において、x′の像は 0になる。3を仮定すれば、有限生成 R加群におい

ては単射性が言えるのでここから x′ = 0。従って、その像である x = 0 となる。（背理法を使

おうとしたが、使わなくてすんだ。）

2⇒ 4は自明。

4⇒ 3: 4の成立を仮定する。3において、M2/M1がR上 1元生成の時に帰着する。なぜな

らば、M2 は有限生成だからM2/M1 も有限生成である。このことから、

M1 = L1 ⊂ L2 ⊂ · · · ⊂ Ln = M2

なる部分加群の列で、各 Li+1/Li が R上 1元生成となるものがある。この場合に

Li ⊗N → Li+1 ⊗N

の単射性が言えれば、単射の合成は単射ゆえM1 ⊗N = L1 ⊗N → Ln ⊗N = M2 ⊗N も単

射であり、証明が終了する。

以下、M2/M1 が 1元生成であると仮定する。図式

0 0

↓ ↓
I = I

↓ ↓
0 → M1 → C → R → 0

|| ↓ ↓
0 → M1 → M2 → R/I → 0
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を下の行から次のように構成する。右下端は商M2/M1であり、一元 b ∈M2/M1で生成され

るのでM2/M1 = b · Rであり、R → b · Rの核を I とするとM2/M1
∼= R/I。こうして最下

行の完全系列を得る。次に、R→ R/I なる、右端の縦の射をつくり、C を

C := {(m2, r) ∈M2 ×R | m2 の R/I での像が rのそれと一致 }

とおく (pullback, 演習 2-13)。M2 → R/I の全射性と pullbackの構成法から C → Rは全射

となり、その核はM1と同形になる（演習 2-14）。こうして、上の図の中段の行の完全系列が

得られる。右端の縦の完全系列は自明に存在する。再び演習 2-14より、右下の squareが pull

backであることを使うと C →M2の核は I と同形となることがわかる。これで上の図式がで

きあがる。

ここで、Rは自由加群であるから中段の行は splitし、C はM1 と Rの直和と同形になる。

従って、上の行は ⊗N したあとでも（分裂した）完全系列である。ゆえに、

0

↓
I ⊗N = I ⊗N

↓ ↓
0 → M1 ⊗N → C ⊗N → R⊗N → 0

|| ↓ ↓
M1 ⊗N → M2 ⊗N → R/I ⊗N → 0

ここで、中段の左の 0は完全系列が splitするために成立。右上の 0は 4.の仮定から成立。

左下M1⊗N の元で、M2⊗N で 0に写るもの x をとる。左縦の等号から、xは x̄ ∈ C ⊗N

に写される。x̄ = 0であることが言えれば、中段の行の左の完全性から x自身が 0であり、証

明は終了する。ところで、x̄の下への像、すなわちM2 ⊗N での像は xの像で仮定より 0で

ある。ど真ん中の縦の完全性より、x̄は I ⊗N の元 x̃の像である。ところで、左から来てい

ることにより x̄の右 R ⊗N での像は 0であるから、x̃の R ⊗N での像は 0である。ここで

4.の仮定より I ⊗N ⊂ R⊗N は単射であるから、x̃自身が 0であり、その像である x̄ も 0と

なり、証明は終わった。

5.について：直接的な証明はやや長い。また、ホモロジー代数で言う Tor1(S,N) を習うと

証明の見通しが良くなるのでここでは省略する。

命題 2.2.4. (平坦性は base changeで保たれる) Rを可換環、S を可換 R代数とする。N が

平坦 R加群ならばN ⊗R S は平坦 S 加群。

証明. 示したいことは ⊗S(N ⊗R S) の完全性だが、命題 2.1.7 の 2 番、3 番、1 番によれば

M ⊗S (N ⊗R S) ∼= (M ⊗S S)⊗R N ∼= M ⊗R N より ⊗RN の完全性から従う。

定理 2.2.5. Rを可換環とする。N1, N2 が平坦 R加群ならばN1 ⊗N2 も平坦。

証明. 命題 2.1.7の 2番、associativityによれば、⊗N1をほどこして次に⊗N2を施すことと、

⊗(N1⊗N2)を施すこととは自然に同形である。それぞれのステップが exact sequence を保つ

から、合成も exactである。

注意 2.2.6. カテゴリーの言葉を使えば、「exact functorの合成は exactである」という事実

より従う。
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命題 2.2.7. Rを整域、M をR加群とする。M が平坦ならば、M のねじれ元は 0のみ (torsion

free)である。もし、Rが PIDならば、逆も成立する。すなわち、M が torsion freeならば平

坦である。

証明. 前半：a ∈ R とする。このとき、a 倍するという写像 R
a(−)→ R は R の可換性より

R 準同形である。a ̸= 0 ならば（整域なので）これは単射である。これに ⊗M をすると、

M ∼= R⊗M → R⊗M ∼= M は aを左からかけるという写像になる。平坦性より、これは単

射である。これは、M においてねじれ元が 0のみであることを示している。

後半：M の任意の有限生成部分 R加群M ′は torsion freeだから PID上有限生成加群の基

本定理 1.5.3により自由 R加群である。特に平坦である。ここからM の平坦性が定理 2.2.3

の証明と同様に、次のようにして従う。いま、N1 → N2 を R加群の単射とする。

N1 ⊗M → N2 ⊗M

の核の元を任意にとり x :=
∑

ni ⊗mi とする。この元のN2 ⊗M での像が 0だから、テンソ

ル積の構成的定義 (定理 2.1.3)にあらわれた「関係式」部分加群 K̃に
∑

(ni,mi) ∈ T̃ が含まれ

る。この元を K̃内で表すのに使われたM の元は有限個である。これらとmiたちで生成された

M の有限生成部分R加群をM ′とすると、作り方からN1⊗M ′の元としての x′ :=
∑

ni⊗mi

は N1 ⊗M ′ → N2 ⊗M ′ の核に入る。仮定より、これは 0。したがって、x′ の N1 ⊗M にお

ける像である xも 0。ゆえにM の平坦性が言えた。

定理 2.2.8. (商環の平坦性) Rを可換環、S を積閉集合（すなわち、積に関する Rの部分モ

ノイド）とするとき、商環 S−1Rが定義される。これは可換な R代数、特に R加群である。

これが R加群として平坦である。

証明. 定義を復習すれば、証明は直線的。省略したい。

注意 2.2.9. 平坦性は、関手 ⊗N が exactになることにより定義された。exactの定義は、短

完全系列を短完全系列に写すこと、とした。実は、この条件を満たせば、任意の完全系列が

⊗N で完全系列に移されることが比較的容易に証明できる。（任意の完全系列が短完全系列に
分解されることを使う。）

2.2.2 射影的加群

Rを環、P を R加群とする。

0→M1 →M2 →M3 → 0

に対し、HomR(P,−)を施して得られる（演習 [1-12]）加群の完全系列

0→ HomR(P,M1)→ HomR(P,M2)→ HomR(P,M3)

がある。このように、短完全系列を（右の全射性は言えないが）左完全系列に移すような関手

を左完全関手 (left exact functor) という。
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定義 2.2.10. Rを環とする。R加群の任意の短完全系列

0→M1 →M2 →M3 → 0

に対し、HomR(P,−)を施して得られる

0→ HomR(P,M1)→ HomR(P,M2)→ HomR(P,M3)→ 0

が完全であるとき、P を射影 R加群 (projective R-module)という。

もともと左完全であるから、P が射影的加群であることと「任意の全射M2 → M3 に対し

て Hom(P,M2)→ Hom(P,M3) が全射である」こととは同値。

定理 2.2.11. P を R加群とする。以下、出てくる対象はR加群、射はR加群準同形とする。

次は同値。

1. P は射影的。

2. L→M なる全射があるとき、任意の射 P →M が Lを経由する、すなわちある P → L

があって合成 P → L→M が先の射になる。

3. 全射 f : L→ P があるとき、s : P → Lであって s ◦ f = idP とできる。（このとき、P

は Lの直和因子と同形となる。）

4. P を右端にもつ短完全系列 0→ K → L→ P → 0は分裂する。

証明. 1⇔ 2: 2の帰結は「HomR(P,L)→ HomR(P,M)が全射である」ということの言い換

えだから、上の注意により従う。

2⇒ 3:2で、M = P とし、任意の射として idP : M = P → P をとると、3になる。（なお、

直和因子になることは、L→ P の核をK とすると 0→ K → L→ P → 0が分裂することか

ら従う。

3 ⇒ 2 f : L → M を全射とし、g : P → M を任意の射とする。pullback(演習 2-13)

N := L ×M P を考える。f は全射だから、pullbackの構成法から N → P は全射。3.より

section s : P → N がある。ここで h : P
s→ N → Lなる合成射が所望の射を与える。f ◦h = g

を確かめればよい。それには合成 P
s→ N → L

f→ M が P
g→ M と一致することを見ればよ

い。前者は、pullback squareの可換性より P → N → P →M なる合成と同一。sが section

だからこれは P →M と同一なので、後者と同一。

次の自明な補題は、ホモロジー代数で有用になる。

補題 2.2.12. 任意のR加群M に対し、ある自由R加群 F が存在して F →M なる全射を持

つ。M が有限生成ならば F を有限ランクにできる。

証明. M の R 加群としての任意の生成系 mλ (λ ∈ Λ) をとる。極端な話、Λ := M とし、

mλ := λ のように M の全ての元をとってもよい。このとき、xλ (λ ∈ Λ) を基底とする自

由加群 F から、M への全射（準同形）が xλ 7→ mλ により与えられる。（自由 R 加群の

universality。）

定理 2.2.13. 1. 自由 R加群は射影的。
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2. Nλ (λ ∈ Λ) がそれぞれ射影的ならば ⊕λ∈ΛNλ も射影的。

3. 上の逆が成立。すなわち射影的 R加群の直和因子は全て射影的。

4. (基本的で有用) P が射影的 R加群であることと、ある自由 R加群の直和因子であるこ

とは同値。

5. 射影的 R加群は平坦 R加群である。

証明. 1. 自由加群 F に全射M → F があったとすると、F の基底 bλに落ちて来るM の元mλ

が一つはある。これを任意に一つ選択公理でとってきて、bλ 7→ mλなる準同形 s : F →M (自

由加群の基底の universalityより、ひとたびmλたちを決めれば一意に存在)をとると、section

になっていることがわかるので、定理 2.2.11の 3番により射影的。

2. ιλ : Nλ →
⊕

Nλ を直和の定義にあらわれる injectionとし、prλ : ⊕Nλ → Nλ を λ成分

への全射とする。

f : M →
⊕

Nλを全射とする。Nλが射影的だから gλ : Nλ →M が存在して f ◦ gλ = ιλと

できる。選択公理を使ってそのような gλ を各 λについてとる。直和の universality(存在)に

より g :
⊕

Nλ →M がとれて g ◦ ιλ = gλとなる。あとは f ◦ g = id⊕Nλ
を示せばよい。直和

の universality(一意性)により各 λについて f ◦ g ◦ ιλ = ιλ を示せばよいが、g ◦ ιλ = gλより

従う。

なお、次のように証明するとより見通しはいい：直和の universalityを言いかえると、

HomR(
⊕

Nλ,M) ∼=
∏
λ

HomR(Nλ,M)

となる。ここに、左辺の元から右辺の λ成分へは h ◦ ιλにより写像があり、集合の直積の定義
から左辺から右辺に写像がある。これが全単射であることが、直和の universalityである。左

辺も右辺も、M を動かしたときに関手となっている。このとき、任意のM1 →M2 に対して

次は可換になる。

HomR(
⊕

Nλ,M1) ∼=
∏

λ HomR(Nλ,M1)

↓ ↓
HomR(

⊕
Nλ,M2) ∼=

∏
λ HomR(Nλ,M2)

両辺をこのように関手と見たとき、左辺が全射を保つことが
⊕

Nλ が射影的であることの定

義である。これは、右辺の関手の各成分が全射であることと同値。すなわち、各Nλがそれぞ

れ射影的であることと同値。こうすると、2も 3も証明されている。

3．P を射影的とし、P = N⊕N ′とする。Nが射影的であることを示せばよい。f : M → Nを

全射とすると、M⊕N ′ → N⊕N ′ = P なる全射が得られる。P が射影的だから s : P →M⊕N ′

なる sectionがとれる ((f ⊕ idN ′) ◦ s = idP )。このとき、自然な射影 prM : M ⊕N ′ →M と

単射 ιN : N → N ⊕N ′ により得られる prM ◦ s ◦ ιN : N →M が f : M → N の sectionであ

る。実際 f ◦ prM ◦ s ◦ ιN = prN ◦ (f ⊕ id′N ) ◦ s ◦ ιN = prN ◦ ιN = idN .

4. 直前の補題「自由 R加群から全射がある」ということから、自由 R加群 F から F → P

なる全射がある。P が射影的ならば、定理 2.2.11の 3番により P は F の直和因子。逆に、P

が F の直和因子であれば、1より F は射影的で 2より P も射影的。

5. P が射影的 R加群なら、4より自由 R加群の直和因子。自由 R加群は平坦で、平坦 R

加群の直和因子は平坦 (例 2.2.2)だから従う。
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定理 2.2.14. Rを PID、P を R加群とする。次は同値。

1. P は射影的

2. P は自由

証明. 自由なら射影的なことはすでにみた。一方、射影的であれば、自由加群の直和因子であ

り、特に自由加群の部分加群である。定理 1.5.2（PID上自由加群の部分加群は自由）により

自由加群となる。

例 2.2.15. p, q > 1が互いに素な自然数なら R := Z/(pq) ∼= Z/(p) × Z(q) であり、Z/(p)は
R加群として自由ではないが射影的であり、従って平坦である。

Z加群として Qは torsion freeなので平坦である（あるいは商環だから平坦である）。しか

し、任意の 2元が一次従属なので自由ではない。PIDでは自由と射影的は同値なので、射影

的でもない。

注意 2.2.16. 「射影的」(projective)という言葉のニュアンスが僕にはわからないが、「射が

出ていく」のが projective であり、「射が入ってくる」のが injectiveのようである。

2.2.3 単射的加群

Rを環、I を R加群とする。

0→M1 →M2 →M3 → 0

に対し、HomR(−, I)を施して得られる（演習 [1-12]）完全系列

0→ HomR(M3, I)→ HomR(M2, I)→ HomR(M1, I)

がある。ここで、HomR(−, I)は R加群を加群に移すが、射M1 →M2 に対しては

(−) ◦ f : HomR(M2, I)→ HomR(M1, I)

と、逆向きの射を対応させる。このような対応を反変関手 (contravariant functor)という。関

手の定義 (注意 2.1.9) における、材料の 2番目を

FA,B : HomC(A,B)→ HomD(Fo(B), Fo(A))

に、公理の 2番目を

FA,C(g ◦ f) = FA,B(f) ◦ FB,C(g)

に取り換えて得られる概念である。

前節と同様に、HomR(−, I)は左完全反変関手であるという。これが完全であるとき、Iを単
射的 (injective)R加群という。これは、「M → Nが単射であればHomR(N, I)→ HomR(M, I)

が全射である」とも言い換えられる。前節の議論と全く並列に、次が証明される。より正確に

言えば、射の向きをひっくり返して議論を行うことにより証明される。

定理 2.2.17. I を R加群とする。以下、出てくる対象は R加群、射は R加群準同形とする。

次は同値。
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1. I は単射的。

2. M → Lなる単射があるとき、任意の射M → I が Lを経由する、すなわちある L→ I

があって合成M → L→ I が先の射になる。

3. 単射 f : I → Lがあるとき、r : L→ I であって f ◦ r = idI とできる。（このとき、I は

Lの直和因子と同形となる。）

4. I を左端にもつ短完全系列 0→ I → L→M → 0は分裂する。

しかしながら、自由 R加群はたいてい単射的にならない。たとえば、R = Zのとき Z ⊂ Q
は直和因子でないので、Zは Z加群として単射的でない。
ここでは深入りしないで、次の定義と定理を述べるにとどめる。「単射的」なる性質は、た

とえば（層の）コホモロジー理論に現れる。

定義 2.2.18. Rを可換環、M を R加群とする。Rの零因子でない任意の元 aに対して a倍

写像が全射 (a • (−) : M →M が全射) のとき、M を可除 R加群という。

定理 2.2.19. Rを可換環とする。I が単射的 R加群ならば、I は可除である。Rが PIDであ

れば逆も成り立つ。

証明. Iが単射的であるとする。a ∈ Rが零因子でないことの定義は、a ·(−) : R→ Rが単射で

あることである。従って、単射的加群の定義により a • (−) : HomR(R, I)→ HomR(R, I) は全

射である（これが a倍であることは、Rの可換性を使う）。ここで、HomR(R, I) ∼= I （R加群

として同形：左辺は 1Rの Iでの像をみることにより右辺と対応がつく）であり、a•(−) : I → I

の全射性が従う。

PIDのときは逆が成り立つ。証明はここでは略したい。



32

第3章 Noether環とNoether加群

参考書では３章で有限群の表現論を扱っているが、講義では扱わない。表現論そのものを扱

わない。しかし、参考書の３章で定義された単純・直既約・完全可約・半単純といった概念は

扱う。次章に回す。

3.1 Noether性

Rを (可換とは限らない単位的)環とする。Rの部分集合で、左 R部分加群となっているも

のを左イデアルというのであった。特に左右を明示しないときには、左 R加群を指すことに

していた。いっぽう、「イデアル」というと、通常両側イデアルを指す。このため、イデアル

についてはいつも左・右を明示するという非統一的な記述となる。

定理 3.1.1. R加群M に対し、次の条件は同値。

1. M の部分 R加群の集合で、空でないものには包含関係に関して極大元がある。

2. M の部分 R加群の上昇列

N1 ⊂ N2 ⊂ N3 ⊂ · · ·

に対し、ある n ∈ Nが存在してそこから先は停留する。すなわち Nn = Nn+1 = · · · と
なる。

3. M の任意の部分 R加群は R上有限生成である。

証明. 1⇒ 2：2における上昇列にも極大元がある。それをNnとすれば、全てのmに対して

Nn ⊊ Nm となることはない。特に、m ≥ nでは Nn ⊂ Nm なので、Nn = Nm となるしか

ない。

2⇒ 1：2が成立しているのに、部分R加群の空でない集合 Sであって、極大元がないもの

があったとする。各部分加群 N ∈ S に対し、（極大でないから）存在する N ⊊ N ′ ∈ S なる

N ′ を（選択公理を使って）一つとる写像を φ : S → S とする。空でないから N1 ∈ S がとれ

る。以下、帰納的に Nn+1 := φ(Nn)と定めれば狭義単調増大するM の部分加群の列が存在

する。これは 2の不成立を示している。

1⇒ 3：M の任意の部分加群N をとる。N の有限生成部分加群の集合を Sとする。零加群

を含むので Sは空ではない。1より Sには極大元N0が存在する。N0 = N ならば証明が終わ

る。N0 ⊊ N ならば、N \N0 から任意に一個元 bを持ってくると、< N0, b >は有限生成で

N0 より真に大きい。これは極大性に矛盾。

3⇒ 2：2の上昇列をとる。これら上昇列の合併N := ∪∞i=1Ni も部分R加群で、3を仮定し

たから有限生成。生成元を b1, . . . , bm とすると、b1 が入る Ni(1), b2 が入る Ni(2), · · · , bm が
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入るNi(m) がある。これら i(1), . . . , i(m)の最大値を nとすればN ⊂ Nn ⊂ Nn+1 ⊂ · · · ⊂ N

となり等号が成立して停留する。

上の定理の、同値な最初の二つの性質を順序集合のNoether性 (Noetherian property)と

いう。

定義 3.1.2. 左R加群M が上の同値な条件を満たすとき、R上の左Noether加群 (Noetherian

module)という。

定義 3.1.3. 環 Rが左 R加群として左 Noether加群のとき、Rを左 Noether環 (Noetherian

ring)という。

次は、上の定理と、「R の左部分 R 加群は左 ideal と同じ概念であること」からただちに

従う。

定理 3.1.4. Rを環とする。以下は同値。

1. Rは左 Noether環である。

2. Rの左イデアルの集合で、空でないものには包含関係に関して極大元がある。

3. Rの左イデアルの上昇列

N1 ⊂ N2 ⊂ N3 ⊂ · · ·

は、ある n ∈ Nから先は停留する。

4. Rの任意の左イデアルは有限生成である。

先にみたとおり、PIDは Noether環である。体も Noether環である。

命題 3.1.5. Rを環、M を左 R-Noether加群とする。M の任意の部分 R加群は Noetherで

ある。また、M の任意の商 R加群は Noehterである。

証明. N を部分 R加群とする。N の部分 R加群の集合は、M の部分 R加群の集合のうちで

N に含まれるものの全体である。Noether加群の定義に現れる条件 1（または 2）は、部分集

合に遺伝する性質であることが容易に確認できるので、N は Noetherである。

一方、「M/N の部分 R加群全体」は、包含による順序集合の構造を保ちつつ、「M の部分

加群であってN を含むもの全体」と自然に 1:1の対応を持つ。同じコメント (部分集合への遺

伝) により、M/N も Noetherである。

Noether性は R加群同型によって保たれる性質である。従って、Noether加群に単射する、

あるいは全射される加群も Noether。

命題 3.1.6. Rを環とし、R加群の短完全系列

0→ N →M → L→ 0

が与えられたとする。M が Noether ⇔ N も Lも Noether。
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証明. ⇒：直前の注意による。⇐ M ′ ⊂M を部分加群とする。このとき、L′をM ′の Lにお

ける像とし、N ′ := M ′ ∩N とおくと短完全系列

0→ N ′ →M ′ → L′ → 0

を得る。L′, N ′ は Noether加群の部分加群だから Noether。従って有限生成。L′ の生成元そ

れぞれに対し、全射M ′ → L′ による逆像から一個ずつ、（有限個だから選択公理を使う必要

なく）選んできて、N ′ の有限個の生成元とあわせて、それらが生成するM ′ の部分 R加群

をM ′′ とする。M ′′ は N ′ を含む（生成元を含むから）。一方、M ′′ は L′ に全射する（N ′ 部

分は消えるので、像は L′ に入る。生成元の逆像を含むので、全射する）。任意のm′ ∈M ′ に

対し、その L′ での像と一致するm′′ ∈ M ′′ がとれる。m′ −m′′ は N ′ ⊂ M ′′ にはいるから、

m′ ∈M ′′が言えてM ′ = M ′′。したがってM ′は有限生成である。これはM が Noether加群

であることを意味する。

系 3.1.7. Rが左Noether環ならば、任意の n ∈ Nに対しRnは左Noether加群である。従っ

て、その部分 R加群も、その商 R加群も Noether。従って、有限生成 R加群（は Rnの商 R

加群）も Noehter。

注意 3.1.8. Rを左 Noether環とし、I を左イデアルとする。R/I は R加群であり、上の命

題から R 加群として Noetherである。いま、I を両側イデアルとする。R/I の部分 R 加群

M は、自然に R/I 加群である。(I が R → End+(M) の核に入るので。）逆に、R/I の部

分 R/I 加群は R加群であるから、R加群として Noetherなことから R/I 加群として R/I が

Noetherであることが従う。ゆえに、R/I は左Noether環である。つまり「Noether環の剰余

環は Noether環。」

しかし、Rが左 Noether環であっても、その部分環が左 Noetherであるとは限らない。

例 3.1.9. K を体、p > 1を自然数とする。R := K[X1/pn

;n ∈ N] なる可換環を考える。この
環は、より厳密にはK[X1, X2, X3, . . . , ]なる無限生成多項式環を、(X1−Xp

2 , X2−Xp
3 , X3−

Xp
4 , . . .) なる無限生成のイデアルで割って得られる。（X1/pi−1

:= Xi というふうに同一視す

る。）Rにおいて、X1, X2, . . .の全体が生成するイデアルを I とすると、I は有限生成ではな

い。実際、Ii := (X1, . . . , Xi) = (Xi)とおくとこれは真に単調増大なイデアルの無限列となっ

ており、定理 3.1.1の証明から、その union（合併）は有限生成ではない。

ところで、Rは整域である。というのも、X1, . . . , XnでK上生成されるRの部分環はK[Xn]

と同形で整域。それらの単調増大な合併も、整域になる。

したがって、RはRの商体に含まれるが、体はNoether環である。したがって、RはNoether

環の部分環であって Noether環ではない。

3.2 可換Noether環上有限生成な可換環ならNoether

定理 3.2.1. (Hilbertの基底定理)

Rを可換 Noether環とすれば、多項式環 R[X]は Noether環である。（従って帰納的に、n

変数多項式環 R[X1, . . . , Xn] ∼= R[X1, . . . , Xn−1][Xn]も Noether環である。）
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証明. イデアル I ⊂ R[X]をとる。これが有限生成であることを言えばよい。I ̸= {0}として
よい。各自然数mに対し、I に属する、m次以下の式のm次の係数がなす集合を amとする。

amは Rのイデアルとなる。なぜならば、和に閉じていることは「m次以下の式の和はm次

以下」ということと「多項式の和は次数ごとの係数和」ということから従う。Rの元倍に閉じ

ていることは一層やさしい。

a ∈ amならば aXm+· · · の形の多項式で Iに属するものがある。X倍することで a ∈ am+1。

よってイデアル列 am は単調に増大する。Rが Noetherだから、ある N があって aN より先

は停留する。各 1 ≤ i ≤ N に対し、aiは有限生成だから、ちょうど i次の多項式であって、最

高次 i次の係数が ai を Rのイデアルとして生成するような

f
(i)
1 (X), . . . , f (i)

ri (X) ∈ I

をとれる。これらを i = 1, . . . , N と動かして得られる有限個の多項式により生成される R[X]

のイデアルを I ′ とする。

I = I ′となることを示せばよい。I ′ ⊂ I は、I ′の生成元が I に入ることから明らか。g ∈ I

が I ′ に入ることを示す。g の次数に関する帰納法により示す。g = 0のとき (deg(g) = −∞)

には明らか。deg(g) ≤ m− 1で成立を仮定して、deg(g) = mの時を示す。

m ≤ N の場合: gの最高次 = m次の係数は am に入る。従って、f
(m)
j (X) (j = 1, . . . , rm)

の最高次の係数のR線形結合によって gのm次の項はかける。これは、gから f
(m)
j (X) (j =

1, . . . , rm)の R線形結合 (それは I ′ の元)を引くと、m次未満の次数を持つ g′ ∈ I にできる

ことを意味する。帰納法の仮定により、g′ ∈ I ′。従って g ∈ I ′.

m ≥ N + 1の場合: am = aN であるから、上の議論により g の最高次の係数は f
(N)
j (X)

(j = 1, . . . , rN )の最高次の係数の R線形結合により書ける。同じ係数による f
(N)
j (X)の線形

結合 hは I ′ の元であって、hの最高次 = N 次の係数は g のそれに一致する。従って、hに

Xm−N を掛けて（それは I ′の元）gから引いて得られる g′ ∈ I は次数がmより真に小さい。

従って帰納法が働く。

系 3.2.2. 可換 Noether環 R上有限生成な可換環は Noether。

証明. AをR上の環とする。「S ⊂ AによりR上の環として生成されるAの部分環」とは、S

の元および Rの元から Aの +, −, 積を繰り返して得られる部分環のことである。
いま、Sが有限集合 s1, . . . , sn ∈ A であるとする。さらに、Aを可換環とする。多項式環の

universalityにより、R[X1, . . . , Xn] → Aなる R上の環の準同型であって Xi 7→ si となるも

のが（ただ一つ）存在する。Aが S で R上環として生成されるとすると、Aの任意の元は R

と Sから環の演算を繰り返して得られる。が、可換性から、この元はR係数で siたちを変数

とする多項式の形で書けることが従う。ゆえに、R[X1, . . . , Xn]→ Aは全射である。従って、

Noether環の剰余環だから Aも Noether。（なお、全射性と「S が Aを R上の環として生成

すること」とは同値である。）

系 3.2.3. 体上の可換有限生成環は Noether。
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非可換環の例を作るために群環を導入する。有限群の群環上の加群は、有限群の表現論とし

て重要な役割を果たすがこの講義では扱わない。

4.1 群環

Rを可換環、Gをモノイドとする。Gを自由基底とする自由 R加群を R[G]で表す。その

元は、Gの元に係数を掛けて有限個足して得られる。

(
∑
σ∈G

aσσ) · (
∑
τ∈G

bττ) :=
∑

aσbτ (στ)

と積を定義することで、R[G]は環となる (確認必要)。特に Gが群のときは Gの R係数の群

環という。

例 4.1.1. Gが（加法モノイドである）Nと同形なモノイド {1, X,X2, X3, . . .} のときには
R[G] ∼= R[X] (一変数多項式環)、Gが（加法群）Zと同形な群のときにはR[G] ∼= R[X,X−1]。

命題 4.1.2. (群環の universality) Rを可換環、Gをモノイドとする。任意の R多元環 S と

G→ (S, ·) (Sの積モノイドへのモノイド準同型)が与えられたとき、R多元環の射h : R[G]→ S

であって合成 G → R[G] → S が与えられたモノイド準同型となるものが存在し、一意的で

ある。

証明. Gの行き先を決めると、自由R加群の universalityよりR加群としての射は決まる。こ

れが R多元環の準同型となることは、いちいち条件を確かめればよい。

系 4.1.3. Rを可換環、Gをモノイド、V をR加群とする。（積）モノイド準同型G→ EndR(V )

を G の V における R 加群表現という。これを与えることと、R 多元環の準同型 R[G] →
EndR(V )を与えることは同値であり、R[G]加群 V（であってR ⊂ R[G]に制限したときに元

の R作用と一致するもの）を与えることとも同値である。

こうして、R[G]加群 V を与えることと、R加群 V と Gの V への R加群表現を与えるこ

ととは同じである。特に、Rが体K のときには GのK 線形表現という。多くの本で、Gが

群のときのみを扱っている。この時は群のK 線形表現という。これは、K[G]加群と言っても

同じ情報である。

4.2 既約、完全可約、直既約

定義 4.2.1. Rを環とし、V を R加群とする。
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1. R 加群 V ̸= {0} が部分 R 加群を V と {0} 以外に持たないとき、V を既約 R 加群

(irreducible R-module)という。群論の用語の類似で、単純 R加群 (simple R-module)

ともいう。零加群は既約 R加群とはみなさない。

2. V の任意の部分R加群が直和因子であるとき、V を完全可約 (completely reducible)と

いう。半単純 R加群 (semi-simple R-module)ともいう。

3. V が {0}でない二つの R加群の直和に同型でないとき、V を直既約 (indecomposable)

という。

定義より、既約ならば直既約。

例 4.2.2. Rが体K であるならば、任意のK 加群は自由である。完全可約でもある。K はK

加群として既約。既約なK 加群はK と同形。

Rを体でない PIDとする。Zまたは体上の多項式環K[X]を想像すれば十分である。V を

有限生成 R加群とすると構造定理の系 1.5.4により、

V ∼= Rr ⊕
k⊕

i=1

li⊕
j=1

(R/(p
eij
i ))µij

の形の直和となる。各直和因子について考える。Rには 0でない素イデアル (p)がある。これ

は真部分 R加群だから、Rは既約ではない。しかし、0, R以外のイデアルは直和因子とはな

らない（演習 [2-3]）。従って、直既約である。

p ̸= 0に対し、R/(pe)を考える。e > 1のとき、部分 R加群 pR/(pe) ̸= {0}を含むから既
約ではないが、直既約であることは容易に確かめられる。

従って、r = 0, かつ全ての eij = 1のとき、V は既約加群の直和となる。逆も成立。（この

とき、完全可約になることが示される。後述。）

注意 4.2.3. Gを群（モノイドでも良いが）としたとき、GのK 線形表現とはK[G]加群の

ことであった。K[G]加群としての直和、既約、完全可約、直既約といった用語は、そのまま

「GのK 線形表現が直和、既約、完全可約、直既約」として用いられる。部分加群は、「G不

変部分空間」とも呼ばれる。

補題 4.2.4. V を R加群とする。

1. V が既約であれば 0 ̸= v ∈ V は V を生成する：V = R · v。逆に、任意の 0 ̸= v ∈ V が

V を生成し V ̸= {0}ならば V は既約である。

2. 上により、V が既約であれば R → V なる R加群の全射がある（複数ありうる）。この

核である左イデアル I は、Rの左極大イデアルである。

3. Rの任意の左極大イデアル I に対し、R/I は既約 R加群である。

例 4.2.5. K を体とし、V = Kn を縦ベクトル空間とする。R := Mn(K) とする。V は左 R

加群として既約である。なぜなら、任意の非零ベクトルが V を R上生成するから。

これは、K を斜体としても（証明こみで）変わらない。

斜体の定義について復習しておくと、単位的環 R であって R \ {0}が積について（非可換
かもしれない）群になるものを斜体という。さらに可換環であるものを体という。
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補題 4.2.6. (Schurの補題) V を既約 R加群, W を R加群とする。

1. R加群準同形 V →W は単射または 0である。

2. R加群準同形W → V は全射または 0である。

3. W も既約とするとき R加群準同形 V →W は 0または全単射 (すなわち同形)である。

4. EndR(V )は斜体である。

証明は、V に自明な部分加群がないことから kernel, imageを考えれば容易に証明される。

最後の項目に、V ̸= {0}を使っている。
Q ∼= EndZ(Q)により、最後の項目の逆は一般には不成立。

定理 4.2.7. (Schurの補題) K を代数閉体、RをK 代数、V を既約 R加群でK 上の線形空

間として有限次元とする。このとき、自然な写像K → EndR(V )は同形である。

証明. K の像はRの中心に入っているので、R加群の定義により存在するR→ End(V )から

制限により f : K → EndR(V )なる単位環準同形が得られる。V ̸= {0}により EndR(V )にお

いて 1 ̸= 0。K は体だから f は単射。これによりK ⊂ EndR(V )と見る。

EndR(V ) ⊂ EndK(V )はK上有限次元である。従って、その元 xはK上代数的 (1, x, x2, . . .

がK 上一次従属になるから)。

故に x ∈ K。これはK = EndR(V )を意味する。

系 4.2.8. Gを可換群 (モノイドでも良い)とし、K を代数閉体とする。Gの有限次元K 線形

既約表現 V は全て 1次元、すなわち準同形 G→ (K, ·)から引き起こされる。

証明. 可換性より、K[G]の V への作用はK[G]加群準同形。よってK[G]→ EndK[G](V )を

factorするが、この式の右辺はK である。

4.3 Artin性、組成列

定義 4.3.1. 　 (Artin加群) Rを環とする。V を R加群とする。V の部分 R加群の列

V ⊃M1 ⊃ · · · ⊃Mn ⊃ · · ·

を下降列 (descending series)、

0 ⊂ N1 ⊂ · · · ⊂ Nn ⊂ · · · ⊂ V

を上昇列という。任意の上昇列があるところから停滞するとき V を Noether加群といった。

任意の下降列があるところから停滞するとき V を Artin加群という。

約束により、全て左 R加群として考えている。明示したいときには左 Artin加群という。

注意 4.3.2. Artin加群であることと、「任意の空でない部分 R加群の集合に、包含関係に関

する極小元がある」こととは同値。理由は Noether加群のところで述べたものと同じ。
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定義 4.3.3. 　（組成列）V の部分 R加群の列

V = M0 ⊃M1 ⊃ · · · ⊃Mn = {0}

が組成列であるとは、Mi/Mi+1 が既約 R加群であること。nを組成列の長さという。

長さが無限のものは、ここでは組成列とは言わないことにする。

例 4.3.4. R = K を体とし、V が体K 上の有限次元線形空間のとき、V は組成列を持ち、そ

の長さは次元に一致する。

定理 4.3.5. (Jordan-Hölderの定理) R加群 V が二つの組成列

V = M0 ⊃M1 ⊃ · · · ⊃Ms = {0}

V = N0 ⊃ N1 ⊃ · · · ⊃ Nt = {0}

を持ったとすると、s = t で、かつ既約 R 加群の集合 Mi−1/Mi (i = 1, . . . , s) と Ni−1/Ni

(i = 1, . . . , s)は順番を入れ替えてそれぞれ同型とできる。

証明. 組成列の長さに関する帰納法を用いる。長さ 0のときには自明。V が長さ s− 1以下の

組成列を持つときには定理が成立すると仮定して、sの組成列を持つときに定理を示す。

自然な写像N1 →M0/M1を考えると、既約性より全射か0である。0であるならば、N1 ⊂M1

となる。N1 ⊊ M1 となると N0/N1 の既約性に違反するから N1 = M1。これは長さ s− 1以

下の組成列を持つから帰納法の仮定を使って定理は示される。

よって、N1 →M0/M1 が全射であるとしてよい。この核は L := N1 ∩M1 である。対称性

よりM0/M1
∼= N1/L, N0/N1

∼= M1/Lとなる。ここで、M1 について帰納法の仮定を使う。

M1 ⊃ M2 ⊃ M3 ⊃ · · · はM1 の組成列である。M1 ⊃ L ⊃ (M2 ∩ L) ⊃ (M3 ∩ L) ⊃ · · · を考
えると、Mi ∩ L → Mi/Mi+1 の核はMi+1 ∩ L だから (Mi ∩ L)/(Mi+1 ∩ L)はMi/Mi+1 に

単射し、従って 0または同型である。ここから、M1 ⊃ L ⊃ · · · なる組成列が存在することが
わかる。M1 に帰納法の仮定を用いて、Lの組成列は長さ s− 2で、その商に現れる既約加群

の同形類は（重複度も込めて）M1 の組成列に現れる既約加群のうちM1/L ∼= N0/N1 を一つ

減らしたものとなる。

N1にも同じ議論を用いてやると、L ⊂ N1の組成列に現れる既約加群の同形類は、N1の組成

列に現れる既約加群からN1/L ∼= M0/M1を一つ減らしたものとなる。こうして、M0,M1, . . .

なる組成列に現れる既約加群の同形類は、L のそれに M0/M1, M1/L ∼= N0/N1 を補った

ものに等しい。一方、N0, N1, . . . なる組成列にあらわれる既約加群の同形類は、Lのそれに

N0/N1, N1/L ∼= M0/M1 を補ったものに等しい。従って、V の二つの組成列に現れる既約加

群の同形類の集合はは重複度も込めて等しい。

定義 4.3.6. 組成列を持つR加群 V をR上の長さ有限加群といい、その組成列の長さを V の

長さといい、l(V )であらわす。

命題 4.3.7. V が長さ有限なら、その部分加群M も商 V/M も長さ有限。逆に、M と V/M

が長さ有限ならば V は長さ有限。このとき

l(V ) = l(M) + l(V/M)

が成立する。
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証明. V の組成列とM の共通部分をとることでM の組成列を得られることは、上の証明で

見た。V/M での V の組成列の像を見ることで V/M の組成列が得られることも易しい。命題

の前半が言えた。

M の組成列と V/M の組成列をつなげて V の組成列が得られるから、後半が言える。

組成列の長さの一意性より、等式を得る。

この命題により、V が長さ有限なとき、その部分加群の狭義単調減少有限列を任意に与え

られたとき、それを含む組成列がとれることがわかる。

命題 4.3.8. V が組成列を持つ必要十分条件は、Noetherかつ Artinであること。

証明. 十分性：V ⊃ 0が 0のときは、長さ 0の組成列を持つ（ということにする）。V が既約

なら長さ 1の組成列を持つ。今、V が組成列を持たないとする。U0 := V , L0 := {0}とおく。
以下の手順で、減少列 U0 ⊋ U1 ⊋ U2 ⊋ · · · 増大列 L0 ⊊ L1 ⊊ L2 ⊊ · · · がとれて、どちら
かは無限列になり、Artin性またはNoether性に違反して証明が終わる。さて、組成列を持た

ないから V は既約でも 0でもない。よって V ⊋ V ′ ̸= 0がとれる。今、V/V ′ と V ′ の両方が

組成列を持つならば、それらから V の組成列が作れる。したがって、どちらかは組成列を持

たない。V/V ′が組成列を持たないときは L1 := V ′とおき、V ′が組成列を持たないときには

U1 := V ′とおく。V/V ′が組成列を持たないときには U0 = V ⊋ V ′′ ⊋ V ′ := L1なる V ′′がと

れる。上と同様にして、V ′′ を U1 または L2 にとる。どちらにするかは、U∗/L∗ に組成列が

無いように名前を付けていく。

このようにして、減少列と増大列がとれる。どちらかは無限列となるから、Artin性または

Noether性に反する。

必要性：V の長さを nとする。単調増大部分列の長さは nを超えないことを上の命題でみ

た。従って Artinかつ Noetherである。

次の定理は、同じ方法で証明されて同じ名前がついているが有限群に関する定理である。

定理 4.3.9. (Jordan-Hölderの定理)

Gを有限群とする。正規部分群の列

G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gs = {1}

が組成列であるとは、Gi−1/Gi が単純群であること。

任意の有限群は組成列を有し、その商に現れる単純群の同形類の集合は重複度を込めて組成

列の取り方によらない。特に、長さもよらない。

4.4 根基と中山の補題

定義 4.4.1. Rを環とする。Rの Jacobson根基 (Jacobson radical) rad(R)は次で定義される。

rad(R) := ∩mm

ここに、mは Rの左極大イデアルmを全て動く。

補題 4.4.2. (中山の補題)Mを有限生成R加群、Nをその部分加群とする。M = N+rad(R)M

ならばM = N である。
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証明にはちょっと準備がいる（後述）。

次の形で良く使われる。

系 4.4.3. Rを可換な局所環 (すなわち、ただ一つの極大イデアルmを有する環)とし、M を

有限生成R加群とする。M の部分集合 SがR加群としての生成元となる必要十分条件は、そ

のM/mM での像が R/m加群として生成元となることである。

証明. N :=< S >に中山の補題を使えばよい。M =< S > +mM と最後の条件は同値であ

る。

定義 4.4.4. x ∈M を R加群とその元とする。

Ann(x) := Ker(R→ R • x) (R • x ⊂M)

は左イデアル、

Ann(M) := ∩x∈MAnn(x) = Ker(R→ End+(M))

は両側イデアルである。

命題 4.4.5. Mλ (λ ∈ Λ) で既約 R加群の同形類の代表系を表す。このとき

rad(R) = ∩λ∈ΛAnn(Mλ)

特にこれは両側イデアルとなる。

証明. 右辺を J と置く。任意の左極大イデアルmに対して R/mは既約 R加群。そこでの 1

の像を 1̄と書くとm = Ann(1̄) ⊃ Ann(R/m) ⊃ J により rad(R) ⊃ J。

逆に、任意の既約R加群M に対してAnn(M) = ∩0 ̸=x∈MAnn(x) となるが、各Ann(x)は

既約 R 加群への非零準同型 R → R • x = M の核だから左極大イデアルとなる。こうして

Ann(M) ⊃ rad(R)、J ⊃ rad(R).

証明. 中山の補題の証明。中山の補題の設定を仮定する。N ⊊ M としてよい。M が有限生

成 R加群とすると、「M の真部分 R加群で N を含むものたち」には極大なものM ′ がある。

（M の N を含む真部分 R加群の集合が包含関係により帰納的であることを示せば Zornの補

題より従う。N があるから空ではない。いま、全順序関係にある真部分加群の族 F を考える。

その合併はM とはならない。M となるなら、x1, . . . , xn をM の生成元としたとき、それぞ

れを含む部分加群が F に属すので、それら有限個の部分加群のうちで最大の加群 ∈ F がすで

にM となってしまい矛盾。）

M/M ′は既約である。上の命題 rad(R) = Jにより rad(R)(M/M ′) = 0、すなわち rad(R)M ⊂
M ′。中山の補題の仮定からN + rad(R)M = M だが、左辺がM ′に入ってしまうのでこれは

矛盾。

4.5 Wedderburnの定理（半単純環の構造定理)

補題 4.5.1. M を R加群、N を部分 R加群、Mλ (λ ∈ Λ)を既約なM の部分 R加群の族と

する。

L = N +
∑
λ∈Λ

Mλ
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とすると、適当な部分集合 Λ′ ⊂ Λが存在して

L = N +
∑
λ∈Λ′

Mλ

が直和となるようにできる。

証明. 右辺が直和になるような Λ′の集合を F とすると、包含関係に関して帰納的順序集合と

なる。F は空集合を含むので空ではない。極大元をとり Λ′とする。右辺が Lに到達している

ことを示すのはルーチンワークである。

系 4.5.2. 1. M が半単純であるなら、その部分 R加群も半単純。

2. M が半単純 R加群であることと、既約部分 R加群の和で書けることとは同値。

3. M が半単純なら、その商 R加群も半単純。

証明. 1. M が半単純とは、任意の部分 R加群が直和因子となることであった。C ⊂ A ⊂M

を部分R加群とする。Aにおいて Cが直和因子になっていることを示せばよい。M = C ⊕D

となるDがある。このとき、

A = C ⊕ (A ∩D)

となることを示せばよい。右辺が直和であることは自明。左辺が右辺を含むことも自明。左辺

の元 a ∈ Aをとってくると、a = c+d, c ∈ C, d ∈ Dと書ける。c ∈ Cから、d = a−c ∈ A∩D
より等号が成立。

2. M が半単純とする。M の部分既約 R 加群全ての和を M ′ とすると、半単純性から

M = M ′ ⊕C。ここで C ̸= 0ならば 0 ̸= x ∈ C をとって部分 R加群 R • x ⊂ C は R/Ann(x)

と同型であり、RのAnn(x)を含む左極大イデアルの存在性からR • xには極大部分R加群 L

がある。V := R • x/Lは既約 R 加群となり、R • xは（1により）半単純なので V と同型な

直和因子をもつ。V ⊂ C はM ′ と直和である。これはM ′ の構成に違反する（V も足してあ

るはず）。

逆に、M が既約加群の和としてかけているとする。M の任意の部分 R加群N と、全ての

既約部分 R加群Mλ、L = M に対して上の補題を使えばN が直和因子であることがわかる。

3. 2から従う。

定義 4.5.3. 環 Rが半単純環であるとは、Rが左 R加群として半単純（すなわち完全可約）

であること。

命題 4.5.4. Rが半単純ならば、任意の R加群は半単純。また、射影的。

証明. 系 4.5.2を使う。Rが半単純ならば、その直和である自由R加群も半単純。任意のR加

群は自由 R加群 F の商であるから半単純である。

また、F が半単純なのでその商は直和因子となり、従って射影的。

定義 4.5.5. 環 Rが単純環とは、両側イデアルが 0か全体しかないもの。

定理 4.5.6. 環 Rについて次は同値。

1. Rは半単純。
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2. Rは左 Artin環で、rad(R) = 0。

3. Rは左 Artin環で、有限個の単純環の直積に同型。

4. Rは斜体D1, . . . , Dr により直積環

Mn1(D1)× · · · ×Mnr (Dr)

に同型。

証明. 1⇒ 4. Rは既約R部分加群Mλの直和となる。1 ∈ Rを直和にあらわして 1 = ⊕λ∈Λ1λ

と有限和に書ける。1λ = 0 となるような λ があるとすると、任意の mλ ∈ Mλ に対して

mλ = mλ1のMλ成分を考えることによりmλ = 0。したがって、Λは有限集合。各既約因子

を同型ごとにまとめて R ∼= In1
1 ⊕ · · · Inr

r を得る。Schurの補題により HomR(Ii, Ij)は i = j

のときに斜体Di と同形となり、そうでないときは 0。従って

EndR(R) = Mn1(D1)× · · · ×Mnr (Dr)

となる。ここで、環として

EndR(R) ∼= Rop, f 7→ f(1),

ここにRopはRと同じ台集合に、積の順序を逆にして得られる環（逆同型環という）を表す。

これによりRopが行列の直積となったが、行列環の逆同型環は自分自身と同形 (転置写像がこ

の同型を与える。)

4⇒ 3: Mn(D)が単純環であることは行列計算で容易に確認できる。これは有限次元D線

形空間なので Artin環である。直積も Artin環。

3 ⇒ 2: 単純環の Jacobson根基は 0。直積環の Jacobson根基は各成分の Jacobson根基の

直積。

2⇒ 1: Rの左極大イデアル I全ての共通部分 rad(R)が 0である。従って任意の 0 ̸= x ∈ Rに

対して x /∈ Iなる極大イデアルがとれる。従って、任意の 0でないイデアル Jに対し、I∩J ⊂ J

が真に Jより小さくなるような極大イデアル Iがとれる。Artin環であるから、極大イデアル I1

から始めてこの操作を繰り返すと I1 ⊃ I1∩I2 ⊃ I1∩I2∩I3 ⊃ · · · ⊃ I1∩· · ·∩In = 0を得る。作

り方から I1∩· · ·∩ Im−1 ⊂ Imとはなっておらず、Imの極大性から (I1∩· · ·∩ Im−1)+ Im = R

が成立する。特に c + d = 1, c ∈ I1 ∩ · · · ∩ Im−1, d ∈ Im がとれる。このことから R →
R/(I1 ∩ · · · ∩ Im−1)×R/Im は全射である。（中国式剰余定理である。右辺の元 a⊕ bに対し

ãd+ b̃c ∈ Rをとればよい。）

帰納法により

R→ R/I1 × · · · ×R/In

は全射で、核は ∩Ii = 0だから同型である。右辺は既約R加群の直和なのでRは半単純加群、

従って半単純環となる。


