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まえがき

本稿は, 筆者が熊本大学で行った集中講義（2006/12/04–08）で配布した講義資料であ

る. ちなみに 2006 年度前期にも広島大学に於いて, 同様の内容の講義を 4 年生・大学院

生向けに行った. 本稿は, それらの講義の記録である（そして恐らくは, 数年後に同様の内

容を講義するときの講義資料でもある）. しかしながら, 一応, 独立した読み物として読め

るようにはなっていると思う.

本稿の目的は, 等質空間論の簡潔な入門書を提供することである. 等質空間やリー群や

対称空間を勉強しようとするとき, 入門書と呼ばれる有名な教科書がことごとく分厚くて

困るという言葉を聞くことが多い. そこで本稿では, 本格的な解説はすっぱり諦めて, 具

体例を多く取り入れて「習うより慣れる」ことに重点を置いた. 分厚くて具体例が少ない

本格的な教科書を読む際に, 具体例を知っていること, 慣れていることは, 大きなアドバン

テージになるだろう.

本稿には, 定理などの証明は殆ど書かれていない. これは, 単に時間が無くてまだ書いて

いないだけで, 読む人が証明を補いながら読み進めることを想定してのものではない. そ

のような, 到底完成版とは言えないような状態ではあるが, 本稿が参考になる人も存在す

るかと思い, 公開することとした. 誤りなどの指摘があれば, よろしくお願いしたい.
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第 1章

群作用と等質集合

本章では, 群作用と等質空間に関する基本的な概念を述べる. ここでは, 単に群が集合

に作用している場合を考える（位相空間や多様体への構造を保つ作用は, 次章以降で考え

る）. 本節の内容は以下の通り:

• 等質集合とは, 推移的な群作用を持つ集合のこと.

• 等質集合は, 群の商空間 G/K で表される.

• 球面・射影空間・グラスマン多様体・旗多様体は, 等質集合である.

必要とされる予備知識は, 主に線型代数と群論. より詳しい解説は, 例えば [KO, §7], [M,

§4] を参照.

1.1 群の例: 線型群

群作用・等質集合（空間）・リー群の典型的な例は, 行列の成す群（線型群）によって与

えられる. まず初めに, 今後頻繁に登場する群を紹介する.

定義 1.1 Mn(R) を n× n 実行列の全体とし, 以下の部分群を定義する:

(1) GLn(R) := {g ∈ Mn(R) | det(g) 6= 0} を 一般線型群（general linear group）.

(2) O(n) := {g ∈ GLn(R) | tgg = In} を 直交群（orthogonal group）.

(3) SLn(R) := {g ∈ GLn(R) | det(g) = 1} を 特殊線型群（special linear group）.

(4) SO(n) := SLn(R) ∩O(n) を 特殊直交群（special orthogonal group）.

これらが群であることの証明は, 簡単な線型代数の問題. 特に直交群 O(n) は, Rn の内

積を保つ GLn(R) の部分群であった.

問題 1.2 O(n) = {g ∈ GLn(R) | ∀x, y ∈ Rn, 〈gx, gy〉 = 〈x, y〉} を示せ. ただしここで

〈, 〉 は Rn 上の自然な内積.
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定義 1.1 に登場した群は, 実数成分の行列で表されていた. それぞれに対応する複素数

版の群もある.

定義 1.3 Mn(C) を n× n 複素行列の全体とし, 以下の部分群を定義する:

(1) GLn(C) := {g ∈ Mn(C) | det(g) 6= 0} を 複素一般線型群.

(2) U(n) := {g ∈ GLn(C) | tgg = In} を ユニタリ群（unitary group）.

(3) SLn(C) := {g ∈ GLn(C) | det(g) = 1} を 複素特殊線型群.

(4) SU(n) := SLn(C) ∩U(n) を 特殊ユニタリ群（special unitary group）.

問題 1.4 U(n) = {g ∈ GLn(C) | ∀x, y ∈ Cn, 〈gx, gy〉 = 〈x, y〉} を示せ. ただしここで

〈, 〉 は Cn 上の自然なエルミート内積.

この他にも, 四元数 H に対応する群もある. それらの線型群を総称して 古典群

（classical group）と呼ぶ. もちろん, 古典群でない群も数多くある. 例えば,

定義 1.5 次で定義される群 H を 3 次元 Heisenberg 群 と呼ぶ:

H :=








1 x z
0 1 y
0 0 1


 | x, y, z ∈ R



 .

問題 1.6 3 次元 Heisenberg 群 H が群であることを確かめよ.

1.2 群作用

群 G の集合 M への作用を定義する. 以下, 特に断らない限り, g, h は G の元, e は G

の単位元, p, q は M の元とする.

定義 1.7 写像 Φ : G×M → M : (g, p) 7→ Φ(g, p) =: g.pが GのM への作用（action）

とは, 次をみたすこと: (1) (gh).p = g.(h.p), (2) e.p = p.

記号. ここでは g.p = Φ(g, p) という記号を用いるが, g · p あるいは単に gp と書くこ

ともある（が, 群の積や行列の積と紛らわしいので g.p と書く）. G が M に作用するこ

とを, 記号 G yM で表す.

例 1.8 Φ : GLn(R)× Rn → Rn : (g, v) 7→ g.v := gv によって GLn(R) は Rn に作用す

る. また GLn(R) の任意の部分群 G も同様に Rn に作用する.

一般に, G が M に作用しているならば, G の任意の部分群 G′ も M に作用する. 上の

例は, 作用が行列の積で書かれた, 非常に簡単な作用であった. そうでない, 作用の定義が

非自明なものもある:
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例 1.9 RH2 := {z ∈ C | Im(z) > 0} とおく. SL2(R) は次によって RH2 に作用する:

Φ : SL2(R)× RH2 → RH2 : (
[

a b
c d

]
, z) 7→ az + b

cz + d
.

RH2 を 上半平面 と呼ぶ. また, 上で定義された写像を １次分数変換 と呼ぶ.

問題 1.10 例 1.9 を示せ. すなわち, SL2(R) は１次分数変換によって RH2 に作用するこ

とを示せ.

簡単な作用と複雑な作用の例を見た. では, 与えられた集合に対して作用はどのくらい

あるか, という疑問は自然である. 一般に膨大な数の作用があるが, 次の命題は, どの程度

膨大であるかをある程度表している:

命題 1.11 集合 M に対して, Aut(M) := {f : M → M : 全単射 } と定義する. これは

写像の合成に関して群となる. このとき,

(1) 作用 Φ : G×M → M に対して, 次は群準同型:

ϕ : G → Aut(M) : g 7→ Φ(g, ·) （ここで Φ(g, ·) : p 7→ Φ(g, p)）.

(2) 逆に, 群準同型 ϕ : G → Aut(M) : g 7→ ϕg に対して, 次は作用:

Φ : G×M → M : (g, p) 7→ ϕg(p).

群準同型 ϕ のことを 作用 と呼ぶこともある.

問題 1.12 命題 1.11 を示せ.

作用を与えることと, 群準同型を与えることが同値となる. 大胆に言うと, 作用を与え

ることと, Aut(M) の部分群を与えることが（殆ど）同値と言える. Aut(M) の部分群が

M に作用することは明らかであろう.

定義 1.13 群 G がベクトル空間 V に ϕ : G → GL(V ) によって作用するとき, この作用

を 表現（representation）と呼ぶ.

表現のことを線型な作用, あるいは線型表現と呼ぶこともある.

定義 1.14 群 G の集合 M への作用に対し, G.p := {g.p ∈ M | g ∈ G} を G による

p ∈ M を通る 軌道（orbit）と呼ぶ.

軌道は M の部分集合である. 後に, これが部分多様体になり, 興味深い部分多様体の例

を供給することを調べる.
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1.3 等質集合

等質集合とは, 推移的な群作用を持つ集合のことである.

定義 1.15 G の M への作用が 推移的（transitive）とは, 次をみたすこと: ∀p, q ∈ M ,

∃g ∈ G : g.p = q.

恐らく次が最も簡単な推移的な作用の例:

例 1.16 次で定まる加法群 Rn の Rn への作用は推移的: Rn×Rn → Rn : (g, p) 7→ g+p.

一般に, 作用が推移的であることを示すときには, 次を用いるのが普通である:

命題 1.17 G y M とし, o ∈ M を一つ選ぶ. このとき, ∀p ∈ M , ∃g ∈ G s.t. g.p = o

が成立するならば, 作用 G yM は推移的.

次の証明には, 上の命題が必要であろう:

例 1.18 n ≥ 2 とする. O(n) の Sn−1 への作用は推移的.

この事実を繰り返し適用することによって, 「Rn の 2つの正規直交基底は O(n) の元

で移りあう」ことが証明できる（逆に, 「Rn の 2つの正規直交基底は O(n) の元で移り

あう」ことの帰結として, O(n) が Sn−1 に推移的に作用することを導くこともできる）.

線型代数の性質は, 群作用の言葉で述べると見通しが良くなることが多い.

定義 1.19 M が 等質集合 とは, M に推移的に作用する群 G が存在すること.

強調して G-等質集合 と呼ぶこともある.

1.4 商空間

等質集合は群の商空間として表示できる.

定義 1.20 G の部分群 K に対し, g ∼ h :⇔ g−1h ∈ K によって G 上の同値関係 ∼ を
定義する. このとき, G/K := G/ ∼ を G の K による商空間（coset space）と呼ぶ.

商空間は G/K = {gK | g ∈ G} と表すこともできる. ここでは K は正規部分群とは

仮定していないので, G/K が群（商群）になるとは限らない. M が G-等質集合ならば,

M は G の商空間として表示できる.
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定理 1.21 M を G-等質集合とする. p ∈ M に対し, Gp := {g ∈ G | g.p = p} とおくと,

次の写像が全単射: G/Gp → M : [g] 7→ g.p.

定理の中で定義された Gp を 固定部分群（isotropy subgroup）と呼ぶ.

例 1.22 G := O(n + 1)y Sn に対して,

Ge1 =
{[

1
α

]
∈ O(n + 1) | α ∈ O(n)

}
∼= O(n).

よって Sn は次のように商空間表示できる: Sn = O(n + 1)/O(n).

容易に分かるように, 点 p を取り替えると Gp は替わる:

Gen+1 =
{[

α
1

]
∈ O(n + 1) | α ∈ O(n)

}
6= Ge1 .

しかし, Gp と Gq は共役になり, 商空間はもちろん一致する: G/Gp
∼= G/Gq.

問題 1.23 M を G-等質空間とし, p, q ∈ M とする. このとき Gp と Gq は共役（すなわ

ち ∃g ∈ G : g−1Gpg = Gq）であることを示せ.

M = G/Gp という表示より, M の情報は全て (G,Gp) という組に反映されている（す

なわち, 原理的には群を見れば全てが分かる）. そして一般に, 集合 M よりも群の組

(G,Gp) の方が調べやすい.

問題 1.24 群 G の商空間 G/K に対して, 次によって G は G/K に推移的に作用するこ

とを示せ: G×G/K → G/K : (g, [h]) 7→ g.[h] := [gh].

1.5 等質集合の例

射影空間・グラスマン多様体・旗多様体は等質集合である. その商空間表示を求める.

定義 1.25 実射影空間 RPn, 実グラスマン多様体 Gk(Rn), 旗多様体 Gk1,...,kl
(Rn) を次

で定義する:

(1) RPn := (Rn+1 \ {0})/ ∼ （ただしここで, v ∼ w :⇔ ∃c 6= 0 : v = cw）.

(2) Gk(Rn) := {V ⊂ Kn | V は線型部分空間, dimV = k}.
(3) Gk1,...,kl

(Rn) := {(Vk1 , . . . , Vkl
) | Vk1 ⊂ · · · ⊂ Vkl

: 線型部分空間, dimVki
= ki}.

これらの集合の複素数版や四元数版もある.

注意 1.26 次は全単射: RPn → G1(Rn+1) : [v] 7→ Rv.



6 第 1章 群作用と等質集合

すなわち射影空間はグラスマン多様体であり, また定義より明らかに, グラスマン多様

体は旗多様体である. これらは全て等質空間となる. ここではグラスマン多様体の場合に

それを調べる.

命題 1.27 GLn(R) の Gk(Rn) への作用を次で定義する: g.V := {gv | v ∈ V }.
(1) Gk(Rn) は GLn(R)-等質であり, Gk(Rn) = GLn(R)/B. ここで

B =
{[ ∗ ∗

0 ∗
]
∈ GLn(R)

}
.

(2) Gk(Rn) は O(n)-等質でもあり, Gk(Rn) = O(n)/O(k)×O(n− k).

命題 1.27 から分かるように, 集合（多様体）が異なる商空間としての表示を持つことが

ある. 異なる商空間表示は, 異なる変換群に対応し, それはさらに異なる幾何構造を考える

ことに対応する.

問題 1.28 上半平面 RH2 を SL2(R) の商空間で表示せよ（例 1.9 で定義した１次分数変

換によって作用する）.

商空間表示から集合の性質を読み取ることができる. その一例として, 次を挙げておく:

命題 1.29 Gk(Rn) ∼= Gn−k(Rn).

Gk(Rn) = O(n)/O(k)×O(n− k) および Gn−k(Rn) = O(n)/O(n− k)×O(k) と商

空間表示できる. それぞれの固定部分群が共役であることから, 命題は示される. 幾何学

的には, 同型写像を次によって与えることができる: Gk(Rn) → Gn−k(Rn) : V 7→ V ⊥.
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第 2章

リー群とリー環

前章で等質空間 M は商空間 G/K として表示できることを述べた. これは現時点では

集合としての同型であった. 次に, M が多様体である場合に, 商空間 G/K にも多様体構

造が入り, M = G/K は多様体として同型である, と話を進めたい. 商空間 G/K に多様

体構造を入れる方法は, G に多様体構造を仮定してそれを用いて作るというものである.

そこで本章では, 多様体構造を持つ群（すなわちリー群）を調べる. 本章の内容は以下の

通り:

• リー群とは, 多様体 + 群.

• リー環とは, 積が所定の性質を満たす代数.

• リー群上の左不変ベクトル場の全体は, リー環になる.

• 指数写像とは, リー環からリー群への局所同型写像.

• 行列の指数写像は, リー群の指数写像の特別な場合.

ここでは, これらの内容を, 後に使う概念に話題を絞って具体例を中心に紹介する. より詳

しい内容は, [KO, 第 5章], [O2], [W, Chapter 3] などを参照.

2.1 リー群

リー群とは, 多様体かつ群で, それらの構造が適合しているものである. 線型群は, リー

群の典型的な例である. ここでは多様体と言ったら C∞-多様体を意味するものとする.

定義 2.1 群かつ多様体である G が リー群（Lie group）とは, 次を満たすこと:

(1) 積の操作 G×G → G : (g, h) 7→ gh が C∞-写像.

(2) 逆元の操作 G → G : g 7→ g−1 が C∞-写像.

この条件 (1), (2) は次と置き換えても良い: G×G → G : (g, h) 7→ gh−1 が C∞-写像.



8 第 2章 リー群とリー環

例 2.2 次はリー群である:

(1) 加法群 Rn. (2) 一般線型群 GLn(R). (3) 3 次元 Heisenberg 群.

加法群 Rn がリー群となることは自明. 一般線型群 GLn(R) は, Mn(R) ∼= Rn2
の開部

分集合となることから多様体構造が定まる.

問題 2.3 3 次元 Heisenberg 群 H に, 自然に R3 と同型となる多様体構造を定義し, その

構造に関して H がリー群となることを示せ.

これらは非常に簡単な例であるが, 多くの場合, リー群であることを定義に従って証明

することは困難である. 例えば,

例 2.4 SO(2) ∼= S1 はリー群である.

これを定義に従って証明するには, 4 つの座標近傍に分けて, 積と逆元の操作が C∞-写

像であることを座標近傍ごとに確かめる必要がある（多様体論の練習問題としては良いか

も知れない）. しかし, 同様の方法で SO(n) がリー群であることを示すのは, 絶望的であ

ろう. そこで, 次のような陰関数定理を使う方法が便利.

定理 2.5 F : GLn(R) → Rm を C∞-写像とし, G := {g ∈ GLn(R) | F (g) = 0} が群で
あるとする. このとき, dim Ker(dF )g = k（∀g ∈ G）ならば, G は k-次元リー群の構造

を持つ.

線型写像の次元公式より, rank(JF )g = n2 − dimKer(dF )g = n2 − k. よって陰関数

定理を用いることができて, G は k 次元多様体である. 積と逆元の C∞-性は, それらが成

分の多項式や有理式で表せることから従う.

また, 以下のような説明もできる. p ∈ G に対して,

TpG := {ċ(0) | c : I → Mn(R) : C∞, c(I) ⊂ G, c(0) = p}

と定義する. このとき TpM = Ker(dF )g. 定理の仮定から, dim TpG が p に依らずに一

定なので, G は多様体である.

注意 2.6 F の g における微分 (dF )g とは, 次で定義される線型写像:

(dF )g(X) := lim
t→0

(1/t)(F (g + tX)− F (g)).

例 2.7 直交群 O(n) はリー群であり, dimO(n) = n(n − 1)/2. さらに, 次が成立:

TeO(n) = {X ∈ Mn(R) | tX + X = 0}.

これは実質的に O(n) のリー環を求めたことになっている.
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問題 2.8 次を示せ: 特殊線型群 SLn(R) はリー群であり, dimSLn(R) = n2 − 1.

問題 2.9 次を示せ: 特殊線型群 GLn(C) はリー群であり, dimGLn(C) = 2n2.

いずれの場合も, F (g) = 0 が群の定義式になるような F を探して行う. SLn(R) の場

合には容易に想像が付くだろう. GLn(C) の場合のヒント: GLn(C) ⊂ GL2n(R). 特に

n = 1 の場合に考えてみると良い.

2.2 リー環

リー環とは, 所定の性質を満たす双線型な積を持つベクトル空間である.

定義 2.10 g を R 上のベクトル空間とし, [, ] : g× g → g を双線型写像とする. このとき

(g, [, ]) が リー環（Lie algebra）とは, 次を満たすこと:

(1) [X, Y ] = −[Y, X].

(2) [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0.

用語. リー環は リー代数 とも呼ばれる（英語および意味を考えると, そちらが自然）.

リー環 (g, [, ]) に対し, 代数構造 [, ] を 括弧積 または ブラケット積（bracket product）

と呼ぶ. 定義に登場する条件 (ii) を ヤコビ律（Jacobi identity）と呼ぶ.

例 2.11 任意のベクトル空間は, [X, Y ] := 0 によってリー環の構造を持つ（このような

ものを 可換リー環（abelian Lie algebra）と呼ぶ）.

例 2.12 gln(R) := Mn(R) は, [X, Y ] := XY − Y X によってリー環の構造を持つ.

前節で, 群の例として古典群を挙げたが, それらに対応するリー環が存在する.

定義 2.13 次は, [X, Y ] := XY − Y X によってリー環の構造を持つ:

• gln(R) := Mn(R) を 一般線型リー環（general linear Lie algebra）,

• o(n) := {X ∈ gln(R) | X + tX = 0} を 直交リー環（orthogonal Lie algebra）,

• sln(R) := {X ∈ gln(R) | tr(X) = 0}を特殊線型リー環（special linear Lie algebra）.

古典群の中には, 特殊直交群 SO(n) := O(n) ∩ SLn(R) があった. リー環でも対応する

特殊直交リー環 so(n) := sln(R) ∩ o(n) を考えても良いが, so(n) = o(n) であるので, 通

常省略される（しかしこれは O(n) と SO(n) に強い関係があることを示唆し, 興味深い）.

定義 2.14 次も [X, Y ] := XY − Y X によってリー環の構造を持つ:

• gln(C) := Mn(C) を 複素一般線型リー環,

• u(n) := {X ∈ gln(C) | X + tX = 0} を ユニタリリー環（unitary Lie algebra）,
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• sln(C) := {X ∈ gln(C) | tr(X) = 0} を 複素特殊線型リー環,

• su(n) := sln(C) ∩ u(n) を 特殊ユニタリリー環 と呼ぶ.

定義 2.15 次に, 行列のブラケット積を入れたものを 3 次元 Heisenberg リー環:

h :=








0 x z
0 0 y
0 0 0


 | x, y, z ∈ R



 .

直交群やユニタリ群は, 内積という幾何構造と関係があった. 直交リー環やユニタリ

リー環についても, 対応する命題が成り立つ.

命題 2.16 Rn 上の自然な内積と Cn 上の自然な（エルミート）内積を共に 〈, 〉 で表すと,

(1) o(n) = {X ∈ gln(R) | ∀v, w ∈ Rn, 〈Xv,w〉+ 〈v, Xw〉 = 0}.
(2) u(n) = {X ∈ gln(C) | ∀v, w ∈ Cn, 〈Xv, w〉+ 〈v, Xw〉 = 0}.

2.3 リー群のリー環

リー群上の左不変ベクトル場の全体の成すベクトル空間を考え, そこにベクトル場のブ

ラケット積を導入することにより, リー環が作られる.

定義 2.17 リー群 G および a ∈ G に対して, 次で定義されるなめらかな写像を 左移動

と呼ぶ: La : G → G : g 7→ ag.

多様体から多様体への写像の微分の定義を思い出すと, La の微分 (dLa)g : TgG →
TagG は次で定義される:

(dLa)g(v) : C∞(M) → R : ϕ 7→ v(ϕ ◦ La).

さらに, TG := ∪g∈GTgG（G の接束と呼ぶ）とすると, 自然に dLa : TG → TG が定義

される.

定義 2.18 ベクトル場 X : G → TG が 左不変 とは, 次の図式が可換となること:

G
La→ G

↓ X © ↓ X

TG
dLa→ TG

最も簡単な例である加法群 Rn で見てみる:

例 2.19 Rn のベクトル場 X :=
∑

fi
∂

∂xi
が左不変であるための必要十分条件は, 各 fi

が定数関数となること.
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ちなみに, Rn の左移動の微分は次を満たす: (dLa)g( ∂
∂xi

)g = ( ∂
∂xi

)a+g.

定義 2.20 リー群 G に対し, 左不変ベクトル場の全体の成す集合 g にベクトル場のブラ

ケット積を入れたものを, リー群 G のリー環 と呼ぶ.

左不変ベクトル場 X, Y に対して, [X, Y ] も左不変であることは, 確かめる必要がある.

例 2.21 G = Rn のとき, g = spanR{ ∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xn

} であり, これは n 次元可換リー環.

命題 2.22 次は線型同型写像: α : g → TeG : X → Xe.

このことから, リー環 g と TeG を同一視することも多い. 我々は, 時と場合によって適

当に使い分けることにする.

2.4 線型リー群のリー環

リー群のリー環は, 左不変ベクトル場の全体として定義されていた. そのままの形で

リー環の構造を調べることは困難であるが, 線型リー群の場合には, 行列表示を用いて, 分

かりやすいリー環と同型対応を作ることができる.

定義 2.23 g, g′ をリー環とする. 線型写像 ϕ : g → g′ が 準同型写像 であるとは, 次が

成り立つこと: ∀X, Y ∈ g, ϕ([X, Y ]) = [ϕ(X), ϕ(Y )]. また, 全単射である準同型写像を

同型写像 と呼ぶ.

命題 2.24 GLn(R) のリー環 g は, gln(R) とリー環として同型.

G = GLn(R) は, Mn(R) ∼= Rn2
の開集合であるので, TeG は自然に Mn(R) ∼= Rn2

と

同一視できる. 一方で, G の左不変ベクトル場の成すリー環 g は, TeG と同一視すること

ができた. 以上により, 次の線型同型が得られる:

g ∼= TeG = Mn(R) = gln(R).

この線型同型は, 次のように書くことができる: ϕ : g → gln(R) : X 7→ (Xexij)ij . ここ

で, xij : G → R は, 行列の (i, j)-成分を対応させる写像（G の局所座標でもある）. この

ϕ がリー環のブラケット積を保つことを示せば良い（gln(R) には [X, Y ] = XY − Y X

によってブラケット積が定義されている）.

定義 2.25 リー群 G に対し, G ⊃ H が リー部分群 とは, 次が成り立つこと:

(1) G ⊃ H は部分群.

(2) G ⊃ H は部分多様体.

(3) 上の (1), (2) によって H はリー群となる.
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注意. ここで部分多様体とは, 包含写像 i : H → G が埋め込みであること, すなわち, i

およびその微分が単射であること.

定理 2.26 i : H → G がリー部分群のとき, di : h → g は単射準同型.

この場合, h と di(h) はリー環として同型である. 両者を同一視すれば, h は g の部分

環となる. この定理を用いると, GLn(R) のリー部分群に対し, そのリー環は gln(R) の部

分環として（すなわち, 行列を使って）表すことができる.

命題 2.27 O(n) のリー環は o(n) と同型.

定理 2.26 より, O(n) の接空間を求めれば良い. O(n) の接空間は 2.7 で既に求めてあ

るので, 上の証明は容易.

問題 2.28 命題 2.27 と同様にして次を示せ:

(1) SLn(R) のリー環は sln(R) と同型.

(2) GLn(C) のリー環は gln(C) と同型.

(3) U(n) のリー環は u(n) と同型.

2.5 指数写像

リー群の指数写像とは, リー環からリー群への写像である. 線型リー群の場合には, リー

群の指数写像と行列の指数写像は一致する. 以下, G をリー群, g をそのリー環とする.

補題 2.29 Xe ∈ TeG に対して, ∃1cX : R→ G : 準同型 s.t. ċX(0) = Xe.

この cX またはその像を 1 変数部分群 と呼ぶ.

定義 2.30 G をリー群, g をそのリー環とする. リー群の 指数写像 を次で定義する:

exp : g → G : X 7→ cX(1).

指数写像が C∞-写像であることは, 多少証明を要する. しかし, 0 ∈ g における微分は

容易に計算できる: d exp0 : g → TeG : X 7→ Xe. 逆関数定理より, 次が従う:

命題 2.31 指数写像 exp : g → G は, 0 ∈ g の近傍から e ∈ G の近傍への局所微分同相.

一般のリー群に対して, その指数写像を具体的に記述することは困難. しかし, 線型リー

群（行列群）の場合には, リー群の指数写像は行列の指数写像と一致する.
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定義 2.32 次で定義される写像 exp : gln(R) → GLn(R) を, 行列の 指数写像 と呼ぶ:

exp(A) := eA :=
∞∑

k=0

Ak

k!
.

補題 2.33 行列の指数写像について, 以下が成り立つ:

(1) BeAB−1 = eBAB−1
, (2) det eA = etrA, (3) eA+B = eAeB if AB = BA.

命題 2.34 行列の指数写像 exp : gln(R) → GLn(R) は, リー群の指数写像と一致する.

この命題の証明は簡単: X ∈ gln(R) に対し, cX(t) :=
∑

(tX)k/k! は ˙cX(0) = X を

満たす準同型写像であるから. ちなみに, 通常の 1 変数の指数関数 exp は, 可換リー環 R
からリー群 R>0 への指数写像である.

例 2.35 X ∈ o(2) に対して, eX ∈ SO(2).

行列の指数写像を用いて, 線型リー群のリー環を求めることができる.

命題 2.36 リー部分群 G ⊂ GLn(R) に対して, g = {X ∈ gln(R) | ∀t ∈ R, etX ∈ G}.

これを用いて, 命題 2.27 の別証明が与えられる.

命題 2.37 O(n) のリー環は o(n) と同型.

問題 2.38 命題 2.37 と同様に, 指数写像を用いて次を示せ:

(1) SLn(R) のリー環は sln(R) と同型.

(2) GLn(C) のリー環は gln(C) と同型.

(3) U(n) のリー環は u(n) と同型.

問題 2.39 3 次元 Heisenberg リー群 H に対し, そのリー環 h が次になることを示せ:

H :=








1 x z
0 1 y
0 0 1


 | x, y, z ∈ R



 , h :=








0 x z
0 0 y
0 0 0


 | x, y, z ∈ R



 .

ヒント: リー群とリー環の次元は一致することを用いて良い.
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第 3章

等質多様体

群作用の章では, 群 G が集合 M に推移的に作用するならば, 商空間 G/Gp と M は集

合として一致することを調べた. 本章では, リー群が多様体に作用している場合を考える

が, このとき G/Gp と M は多様体として同型となる. 本章の内容は次の通り:

• リー群 G が多様体 M になめらかに作用しているとき, Gp は閉部分群.

• G をリー群, H を閉部分群としたとき, G/H には良い多様体構造が入る.

• dimG/H = dim G− dimH.

• 等質多様体 M = G/H に対して, イソトロピー表現 H y TpM が定義できる.

• イソトロピー表現は, リー環の reductive 分解 g = h⊕ p を用いて記述できる.

イソトロピー表現には, 等質多様体の様々な性質が反映する. より詳しい内容は, [KO, 第

6章], [W, Chapter 3] などを参照.

3.1 なめらかな作用

リー群の多様体へのなめらかな作用を定義する.

定義 3.1 リー群 G の多様体 M への作用が なめらか または C∞-級 であるとは, 写像

G×M → M : (g, p) 7→ g.p が C∞-写像であること.

行列群の作用が, 成分の多項式や有理式で書けていれば, なめらかである.

例 3.2 次はなめらかな作用:

(1) GLn(R) の Rn への自然な作用,

(2) O(n + 1) および SO(n + 1) の Sn への作用.
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同様にして多くの線型群のなめらかな作用が考えられる. そのようなものの他に, リー

群の定義から定まるなめらかな作用がある.

例 3.3 G をリー群とし a ∈ G とする. 次で与えられる G の作用は, なめらか:

(1) La : G → G : g 7→ ag （これを 左作用 と呼ぶ）.

(2) Ia : G → G : g 7→ aga−1 （この Ia を 内部自己同型 と呼ぶ）.

(3) Ada : g → g : X 7→ (dIa)e(X) （これを 随伴表現 と呼ぶ）.

ここで, G のリー環 g と TeG を同一視している. 特に I や Ad による作用の軌道は,

非常に興味深い等質空間の例を供給する.

なめらかな作用に対して, ϕ : G → M : g 7→ g.p もなめらかな写像である（特に, 連続

でもある）. {p} が閉集合であることから, 次が示される:

命題 3.4 リー群 G が多様体 M になめらかに作用するとき, 任意の p ∈ M に対して, 固

定部分群 Gp := {g ∈ G | g.p = p} は G の閉部分群.

3.2 商空間の多様体構造

なめらかな作用の軌道 G/Gp に対して, 多様体構造を定義する. そのためには, リー群

G とその閉部分群 H に対し, 商集合 G/H 上に多様体構造を定義すれば良い. H が閉で

あることは重要:

補題 3.5 G をリー群, H をその部分群とし, π : G → G/H を自然な射影とする. π によ

る G/H の商位相がハウスドルフならば, H は G の閉集合.

群 G は等質空間 G/H に自然に作用していた: a ∈ G に対して, a.[g] := [ag].

定理 3.6 リー群 G とその閉部分群 H に対し, G/H 上には次を満たす多様体構造が一意

に存在する: 自然な作用 G y G/H はなめらか.

証明のためには, G/H の多様体構造を構成する必要がある. 構成は, リー群の指数写像

exp を用いて, 以下の手順で行われる:

• g = h⊕ p（ベクトル空間の直和）となるような p を選ぶ.

• π ◦ exp : p → G/H は, 0 ∈ p の近傍 U から [e] ∈ G/H の近傍 N への局所同型.

よって, (N, (π ◦ exp)−1) は [e] の周りの局所座標.

• 上の局所座標を G の作用で動かす: {(gN, (π ◦ exp)−1 ◦ g−1)}g∈G は, G/H の局

所座標系.
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定理 3.7 リー群 G が多様体 M になめらかかつ推移的に作用しているとする. このとき

ϕ : G/Gp → M : [g] 7→ g.p は, G/Gp 上の自然な多様体構造に関して C∞.

これによって, M の多様体としての情報は, G と Gp によって（原理的には）完全に決

定されることになる.

例 3.8 S2 = O(3)/O(2) に対して, 次で定義される ψ は p := (1, 0, 0) の近傍での局所座

標を与える: ψ(a, b) := (cos a cos b, sin a cos b, sin b).

等質空間の多様体構造の決め方から, 次が直ちに従う:

系 3.9 dimG/H = dim G− dimH.

これを使って, 様々なリー群および多様体の次元を計算することが出来る.

例 3.10 Sn = O(n + 1)/O(n) より dimO(n + 1) = dim O(n) + n. この漸化式を解くこ

とによって次を得る: dim O(n) = n(n− 1)/2.

もちろん dimO(n) = dim o(n) を用いて計算しても良い.

例 3.11 グラスマン多様体は Gk(Rn) = O(n)/O(k)×O(n− k) と表せることから, 次を

得る: dim Gk(Rn) = dim O(n)− (dimO(k) + dim O(n− k)) = k(n− k).

同様にして他の等質空間の次元も計算できる.

問題 3.12 旗多様体 G1,2,...,n−1(Rn) の次元を求めよ.

3.3 イソトロピー表現

M = G/Gp を等質空間とすると, イソトロピー表現という Gp の TpM への作用が定

まる. イソトロピー表現は, リー環を使って記述できる.

定義 3.13 作用 ϕ : G → Aut(M) がなめらかであるとする. p ∈ M に対して, 次で与え

られる Gp の TpM への作用をイソトロピー表現（isotropy representation）と呼ぶ:

(dϕ) : Gp → GL(TpM) : a 7→ (dϕa)p.

イソトロピー表現そのものは, 等質空間でなくても定義できる. 特に等質空間の場合に

は, 固定部分群は共役であった（問題 1.23）. さらに, 次を満たす:

問題 3.14 作用 G y M が推移的ならば, イソトロピー表現は p の取り方に依存しない

（すなわち, p と q でのイソトロピー表現は同値である）ことを示せ.



3.3 イソトロピー表現 17

ただしここで,

定義 3.15 ２つの表現 α : G1 → GL(V )および β : G2 → GL(W )が同値（equivalent）

とは, 次を満たすこと: ∃ϕ : G1 → G2 : 群同型, ∃F : V → W : 線型同型 s.t. 次の図式

が可換:
V

αg→ V
↓ F © ↓ F

W
βϕ(g)→ W

イソトロピー表現の定義に従って計算することにより, 次を得る:

例 3.16 O(3)y S2 のイソトロピー表現は, 自然な表現 O(2)y R2 と同値.

一般に, イソトロピー表現を定義に従って決定するのは難しい. イソトロピー表現は, 例

3.3 で述べた随伴表現 Ad : G → GL(g) を用いて調べることができる. 随伴表現の制限を

Ad|H : H → GL(g) と書く.

定義 3.17 等質多様体 G/H が reductive とは, 次が成り立つこと: ∃p ⊂ g : (Ad|H)-

不変部分空間 s.t. g = h⊕ p. また, この分解を reductive 分解 と呼ぶ.

このような分解は存在するとは限らないが, 存在する場合には, イソトロピー表現が分

かる.

定理 3.18 等質多様体 G/H が reductive 分解 g = h⊕ p を持つとする. このとき, イソ

トロピー表現は Ad|H : H → GL(p) と同値.

これを用いてイソトロピー表現を求めることができる:

例 3.19 O(n + 1)y Sn のイソトロピー表現は, 自然な表現 O(n)y Rn と同値.

問題 3.20 SL2(R) y H2 のイソトロピー表現は, 次で与えられる表現と同値であること

を示せ: 自然な表現 SO(2)y R2.

ちなみに S2 = SO(3)/SO(2) のイソトロピー表現も, 自然な表現 SO(2) y R2 と同値

である. このことから, イソトロピー表現だけでは多様体は決まらないことが分かる. し

かし, S2 と H2 の間に深い関係があることも示唆する.

問題 3.21 O(n) y Gk(Rn) のイソトロピー表現は, 次で与えられる表現と同値であるこ

とを示せ: O(k)×O(n− k)yMn−k,k(R), ここで (a, b).X := bXta.

ここで Mn−k,k(R) は (k, n− k)-行列の全体. これが p = TpGk(Rn) と線型同型である

ことからも, dimGk(Rn) = k(n− k) が分かる.
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第 4章

等質部分多様体

リー群の多様体へのなめらかな作用 G y M を考える. このとき, p ∈ M を通る軌道

G.p は M の部分多様体になる（このような部分多様体を等質部分多様体と呼ぶ）. この

方法によって, 多くの興味深い部分多様体の例が構成される. 本節では, ユークリッド空

間内の等質部分多様体と, 球面内の等質部分多様体の例を詳しく調べることを目的とする.

具体的には,

• R3 内の等質曲面

• 球面内の等質超曲面の簡単な例
• SL3(R)/SO(3) のイソトロピー表現の軌道

一般に, これ以外の例を調べようと思った場合には, 例えばリー環や対称空間のルート系

の理論は非常に有用である.

4.1 定義と例

等質部分多様体の定義と例を紹介する. 要するに, なめらかな作用の軌道を考える.

定義 4.1 G y N をなめらかな作用とする. N の部分多様体 M が（G に関する）

等質部分多様体 とは, 次を満たすこと: G ⊃ G′ : リー部分群 s.t. M は G′-軌道.

等質部分多様体を考えることと, なめらかな作用の軌道を考えることは同値である: な

めらかな作用 G′ y N に対して, 各点 p ∈ N を通る軌道 M := G′.p は N の部分多様

体. ここで軌道とは, G′.p := {g.p ∈ N | g ∈ G′} であった.

命題 4.2 等質部分多様体は, 自動的に等質多様体: M = G′/G′p.
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逆に, 等質多様体 M = G/H が先に与えられているとする. このとき, 「M を別の多

様体 N に, 等質部分多様体となるように埋め込め」という問題が自然に考えられる. この

ような埋め込みを G-同変埋め込み と呼ぶ. 同変の意味は, 次の通り:

定義 4.3 α : G yM , β : G y N をなめらかな作用とする. なめらかな写像 f : M → N

が G-同変写像 であるとは, 次を満たすこと: ∀g ∈ G, 次が可換:

M
αg→ M

↓ f © ↓ f

N
βg→ N

例 4.4 球面 Sn = O(n + 1)/O(n) は Rn+1 への O(n + 1)-同変埋め込みを持つ.

例えば e1 ∈ Sn を選べば, Sn = O(n + 1).e1 ↪→ Rn+1. 一般に, 「与えられた等質多様

体に対して, 同変埋め込みを構成せよ」という問題は, 難しい. ここでは, なめらかな G-

作用を持つ多様体 N に対して, 「G-作用に関する等質部分多様体を見付ける」という問

題を考えよう.

例 4.5 G := O(3)oR3 の R3 への作用を, 次で与える: (a, v) ∈ G および w ∈ R3 に対

し, (a, v).w := aw + v. このとき次は, G の作用に関する R3 の等質部分多様体:

(1) 球面 S2(r) := {(x, y, z) | x2 + y2 + z2 = r2}.
(2) 円柱 S1(r)× R := {(x, y, z) | x2 + y2 = r2}.
(3) 平面 R2 := {(x, y, 0)}.

証明. (1) G1 := O(3), v := (r, 0, 0) とすれば良い.

(2) G2 := O(2)o {(0, 0, z)}, v := (r, 0, 0) とすれば良い.

(3) G3 := {(x, y, 0)} ⊂ R3, v := (0, 0, 0) とすれば良い. ¤

G は集合としては O(3) と R3 の直積集合だが, 群としての積ではない. 積は (a, v) ·
(b, u) = (ab, au + v) で与えられる（R3 への作用が, 作用の条件を満たすためには, 積が

この形をしていなくてはならない）. ちなみに G は, R3 の標準的な計量に関する等長変

換群である. これらの等質部分多様体はいずれも 2 次元である（よって, 等質曲面と呼

ぶ）. R3 の等質曲面は, 共役を除いて, 上記の 3 つに限ることが知られている.

問題 4.6 証明に登場する G1, G2, G3 が群であることを確かめよ.

一般的に, G y N をなめらかな作用とする. このとき, G の全ての部分群 G′ に対し

て, G′ の軌道は等質部分多様体である. このようにして, 数多くの等質部分多様体が得ら

れる. 次章以降で, 具体例を調べる.
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4.2 球面内の等質超曲面

球面 Sn 内の, O(n + 1) の作用に関して等質な超曲面（余次元 1 の部分多様体）の具

体例をいくつか調べる. これらは等径超曲面と呼ばれるものになっている.

例 4.7 次の群 G の Sn への作用の軌道は Sn−1(r) (r ≥ 0):

G :=
{(

1
α

)
| α ∈ O(n)

}
∼= O(n).

この作用の軌道は, r > 0 の場合に余次元 1 になる. 次元が落ちる軌道は r = 0 に対応

する軌道で, それらは 0 次元である（北極と南極に対応）.

例 4.8 次の群 G の Sn への作用の軌道は Sk−1(r1)× Sn−k−1(r2) (r2
1 + r2

2 = 1):

G :=
{(

α
β

)
| α ∈ O(k), β ∈ O(n− k)

}
∼= O(k)×O(n− k).

この作用の軌道は, r1 > 0 かつ r2 > 0 の場合には余次元 1. r1 = 0 の場合の軌道

は Sn−k−1(1), r2 = 0 の場合の軌道は Sk−1(1) となる. ちなみにこの作用は, 等質空間

Sk ×Sn−k = (O(k + 1)×O(n− k))/(O(k)×O(n− k− 1)) のイソトロピー表現である.

これら以外にも球面内の等質超曲面の例は多く存在する（分類も知られている）. 分類

結果によると, それらは全てある種の等質空間（階数 2 対称空間）のイソトロピー表現か

ら来る.

4.3 イソトロピー軌道

等質空間 SL3(R)/SO(3) のイソトロピー表現の軌道を決定する. この等質空間は対称

空間と呼ばれるものになっており, そのイソトロピー表現（s-表現と呼ばれる）およびそ

の軌道は, 特に良い性質を持っている.

命題 4.9 等質空間 SL3(R)/SO(3) に対して,

(1) 次の分解によって reductive: sl3(R) = o(3)⊕ p, p := {X ∈ sl3(R) | tX = X}.
(2) イソトロピー表現は次で与えられる: a.X := aXa−1 (a ∈ SO(3), X ∈ p).

簡単のために O(3) の p への作用を考える. この作用は p の自然な内積 〈X, Y 〉 :=

tr(tXY ) を保つので, p の単位球面 S4 にも作用している.



4.3 イソトロピー軌道 21

補題 4.10 p 内の全ての軌道は次の a と交わる:

a :=








λ1

λ2

λ3


 | λ1, λ2, λ3 ∈ R



 .

対称行列は直交行列で対角化できることを用いた. 実は次も言える:

補題 4.11 p 内の全ての軌道は次の a′ と交わる:

a′ :=








λ1

λ2

λ3


 | λ1 ≥ λ2 ≥ λ3



 .

よって, X ∈ a′ を通る軌道（すなわち X を固定する部分群）を求めれば十分. まずは

固定部分群のリー環を求める.

補題 4.12 X ∈ p とする. O(3) の X での固定部分群のリー環 hX は次で与えられる:

hX = {Y ∈ o(3) | [Y, X] = 0}.

これを用いてリー環の bracket 積を計算すると, 次が得られる:

補題 4.13 X ∈ a′ に対して,

(1) λ1 = λ2 > λ3 のとき, hX
∼= o(2).

(2) λ1 > λ2 = λ3 のとき, hX
∼= o(2).

(3) λ1 > λ2 > λ3 のとき, hX = 0.

これを参考にして固定部分群を直接計算で求めることにより, 次を得る:

定理 4.14 X ∈ a′ に対して,

(1) λ1 = λ2 > λ3 のとき, H.X = O(3)/O(2)×O(1).

(2) λ1 > λ2 = λ3 のとき, H.X = O(3)/O(1)×O(2).

(3) λ1 > λ2 > λ3 のとき, H.X = O(3)/O(1)×O(1)×O(1).

(1) および (2) のとき, 軌道は G1(R3) = RP2 であり, それが S4 の等質部分多様体と

して実現できたことになる. これは Veronese surface と呼ばれている.

問題 4.15 同様の方法により, グラスマン多様体 G2(R5) のイソトロピー表現の軌道を全

て決定せよ.

ここで調べた方法は, 実は非常に汎用性の高い方法で, 実はもっと一般の場合にも通用

する. 一般の場合には, a が極大可換部分空間（極大トーラス）, a′ がワイル領域に相当す

る. 固定部分群のリー環 hX は, ルート系の言葉で完全に記述することができる.



22

第 5章

リーマン等質空間

等質空間上のリーマン計量, および, そこから定まる曲率などのリーマン幾何的なデー

タを扱う. 本章で定義するリーマン等質空間の場合には, 曲率は全てリー環を用いて求め

ることが（原理的には）できる. 本章の内容は次の通り:

• 等質空間上の不変リーマン計量の定義.

• リー群の左不変計量の場合の曲率.

• 負の定曲率の表示, 双曲平面および双曲空間.

関連する内容に関しては例えば [A], [B] を参照.

5.1 リーマン計量

ここでは以下の過激な定義を採用する:

定義 5.1 M = G/H を reductive な等質空間, g = h⊕ p を reductive な分解とする. こ

のとき p 上の AdH -不変内積 〈 , 〉 を M 上の G-不変リーマン計量 と呼ぶ. また等質空

間 G/H と G-不変リーマン計量の組 G/H, 〈 , 〉 を リーマン等質空間 と呼ぶ.

p は自然に ToM と同一視されたので, この定義の G-不変リーマン計量は ToM の内積

である. この内積は, 通常の意味のリーマン計量を定める:

命題 5.2 〈 , 〉 を M 上の G-不変リーマン計量とする. このとき, 各 p ∈ M に対して, 次

を満たす TpM の内積 gp が存在する: ∀a ∈ G, ga.o(X, Y ) = 〈(da)p(X), (da)p(Y )〉.

命題の条件式によって gp を定義したときに, それが well-defined であることを示せば

良い（すなわち, a.o = b.o ならば 〈(da)p(X), (da)p(Y )〉 = 〈(db)p(X), (db)p(Y )〉）. 内積

が AdH -不変であることから, well-defined であることは従う.
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命題 5.3 M = G/H を reductive 等質空間とする. このとき M 上に G-不変リーマン計

量が存在するための必要十分条件は, AdH がコンパクトであること.

AdH の p への作用をイソトロピー表現と言った. イソトロピー表現によって, G/H の

幾何学的性質が分かる場合がある. 例えば次は Shur の補題からの帰結:

命題 5.4 M = G/H を reductive 等質空間, AdH はコンパクトとする. このとき, イソ

トロピー表現 AdH y p が既約ならば, G-不変リーマン計量がスカラー倍を除いて一意に

存在する.

X(M) を M 上のベクトル場全体とする. リーマン多様体 (M, g) に対して以下が定義

される:

定義 5.5 次で定義される双線型写像 ∇ : X(M)×X(M) → X(M) を Levi-Civita 接続

と呼ぶ:

2g(∇XY, Z) = Xg(Y, Z) + Y g(Z,X)− Zg(X, Y )
+g([X, Y ], Z) + g([Z,X], Y ) + g(X, [Z, Y ]).

この接続を用いて, リーマン曲率などが定義される.

5.2 リー群の左不変計量

本節では, 等質空間 G/{e} を考える. このような等質空間（明らかに G そのものと微

分同相）は, 常に reductive 分解 g = {0} ⊕ g を持つ.

定義 5.6 g 上の内積を, リー群 G 上の 左不変計量 と呼ぶ.

リー群上の左不変計量に関する, リーマン幾何的な諸概念を定義する.

定義 5.7 次で定義される双線型写像 ∇ : g× g → g を Levi-Civita 接続 と呼ぶ:

2〈∇XY, Z〉 = 〈[X, Y ], Z〉+ 〈[Z, X], Y 〉+ 〈X, [Z, Y ]〉.

これはリーマン多様体上の Levi-Civita 接続に, 左不変ベクトル場を代入したものであ

る. 計算上, 次で定義される双線型写像 U : g× g → g を用いると便利:

2〈U(X, Y ), Z〉 = 〈[Z, X], Y 〉+ 〈X, [Z, Y ]〉.

定義より U は対称である. また Levi-Civita 接続は ∇XY = (1/2)[X, Y ] + U(X, Y ) と

表される.
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定義 5.8 R(X, Y )Z := −∇X∇Y Z +∇Y∇XZ +∇[X,Y ]Z を リーマン曲率 と呼ぶ.

定義 5.9 Ric(X, Y ) :=
∑〈R(X, Ei)Y, Ei〉 を Ricci 曲率 と呼ぶ. ただしここで {Ei}

は g の正規直交基底.

Ricci 曲率は正規直交基底の取り方に依らない.

定義 5.10 σ を g の 2 次元部分空間, {X, Y } を σ の正規直交基底とする. このとき

Kσ := 〈R(X, Y )X, Y 〉 を σ の断面曲率 と呼ぶ.

断面曲率も σ の正規直交基底の取り方に依らない.

5.3 双曲平面

双曲平面（上半平面）RH2 はリー群と見なすことができる. その曲率を計算する.

命題 5.11 RH2 := {z ∈ C | Im(z) > 0} には SL2(R) が１次分数変換で推移的に作用し

ていた. 次の部分群 G の作用も推移的であり, RH2 = G/{e} となる:

G :=
{(

ex y
0 e−x

)
| x, y ∈ R

}
.

このリー群 G のリー環は, 次で与えられる:

g :=
{(

x y
0 −x

)
| x, y ∈ R

}
.

リー環の基底 {A,X} を次のように選ぶ:

A :=
1
2

(
1 0
0 −1

)
, X :=

(
0 1
0 0

)
.

このとき, bracket 積は [A,X] = X を満たす. g 上の内積として, c > 0 に対して, 次の

ものを選ぶ;
〈A,A〉1/c := 1/c2, 〈A,X〉1/c := 0, 〈X, X〉1/c := 1.

補題 5.12 g 上の新しい bracket 積を次で定義する: [A,X]c := cX. このとき, f :

(g, [, ], 〈, 〉1/c) → (g, [, ]c, 〈, 〉) を f(A) = cA, f(X) = X によって定義すると, f は内積

を保つリー環の同型写像.

一般に, リー環の内積の取替えは, bracket の取替えによって記述することができる. こ

のような指針は, 最近良く用いられている.
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補題 5.13 上のリー環 (g, [, ]c, 〈, 〉) に対して, 次が成立:

(1) U(A,A) = 0, U(A,X) = −(c/2)X, U(X, X) = cA.

(2) ∇AA = 0, ∇AX = 0, ∇XA = −cX, ∇XX = cA.

U は対称双線型であったので, 上のものだけ求めれば十分である.

補題 5.14 上のリー環 (g, [, ]c, 〈, 〉) に対して, 次が成立:

(1) R(A,X)A = −c2X.

(2) R(A,X)X = c2A.

リーマン曲率は定義より R(X, Y )Z = −R(Y, X)Z を満たすので, 上のものだけ求めれ

ば十分である.

定理 5.15 上のリー環 (g, [, ]c, 〈, 〉) に対して, 次が成立:

(1) Ric(X, Y ) = −c2〈X, Y 〉.
(2) σ := g とすると, Kσ = −c2.

(1) のように, Ricci 曲率が内積の定数倍となるものを Einstein 多様体 と呼ぶ. (2) の

ように, 断面曲率が一定になるものを定曲率空間 と呼ぶ（これは 2 次元なので当然では

あるが）.

5.4 双曲空間

双曲平面の高次元化を考える. 全てリー環で話をする.

定義 5.16 線型空間 g := spanR{A,X1, . . . , Xn−1} に対して, {A,X1, . . . , Xn−1} が
正規直交基底になるような内積を入れ, bracket 積を次で定義する: [A,Xi] := cXi,

[Xi, Xj ] := 0. このとき (g, [, ], 〈, 〉) を 実双曲空間 と呼ぶ.

本来の定義はこれとは異なるが, リーマン多様体としては同じであるので, 簡単のため

にこれを定義として採用する.

補題 5.17 実双曲空間 (g, [, ], 〈, 〉) に対して, 次が成立:

(1) U(A,A) = 0, U(A,Xi) = −(c/2)Xi, U(Xi, Xj) = δijcA.

(2) ∇AA = 0, ∇AXi = 0, ∇Xi
A = −cXi, ∇Xi

Xj = δijcA.

結果は双曲平面の場合と殆ど同じになっている.

補題 5.18 実双曲空間 (g, [, ], 〈, 〉) に対して, 次が成立:

(1) R(A,Xi)A = −c2Xi.
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(2) R(A,Xi)Xj = δijc
2A.

(3) R(Xi, Xj)A = 0.

(4) R(Xi, Xj)Xk = δjkc2Xi − δikc2Xj .

これらを用いると, 双曲平面の場合よりは多少複雑だが, 次が得られる:

定理 5.19 実双曲空間 (g, [, ], 〈, 〉) に対して, 次が成立:

(1) Ric(X, Y ) = −c2(n− 1)〈X, Y 〉.
(2) 任意の σ に対して, Kσ = −c2.

断面曲率は, 任意の 2 次元部分空間 σ に対して計算する必要がある. そのままでは計算

が大変なので, 群作用を用いて σ を適当に動かす:

命題 5.20 f : g → g が内積を保つリー環の同型写像であるとする. このとき, 次が成立:

∇XY = ∇f(X)f(Y ), R(X, Y )Z = R(f(X), f(Y ))f(Z).

すなわち Aut(g) ∩O(g, 〈, 〉) の作用で, 曲率は不変になっている. 実双曲空間の場合に

は, O(n− 1) の作用で不変である.

問題 5.21 線型空間 g := spanR{A,X, Y, X} に対して, {A,X, Y, Z} が正規直交基底
になるような内積を入れ, bracket 積を次で定義する: [A,X] := (1/2)X, [A, Y ] :=

(1/2)Y , [A,Z] = Z, [X, Y ] := Z（その他の bracket は 0）. この Ricci 曲率, 断面曲率

を求めよ.

この問いの空間を 複素双曲平面 と呼ぶ. 複素双曲空間に対して, X, Y, Z で張られる空

間は部分リー環になっており, これは 3 次元 Heisenberg リー環である. これを高次元の

Heisenberg リー環に取り替えたものが, 高次元の複素双曲空間になっている.
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