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概要

カンドル (quandle) は, Joyce によって導入された代数系であり, 主として結び目

の研究に用いられてきた. 我々の研究テーマは, カンドルを離散的な対称空間と考え

て, その構造理論を構築することである. 本稿では, 我々の研究の解説の Part I とし

て, 等質なカンドルと “対称対のカンドル版” が対応することを紹介する.

1 カンドル入門

カンドルは, Joyce ([4]) によって 1982 年に導入された代数系である. ここでは, その

定義と周辺の状況について簡単に述べる. まずは天下りに定義を述べる.

定義 1.1 (Joyce ([4])). X を集合とし, 二項演算 ∗ : X ×X → X を考える. このとき

(X, ∗) が カンドル とは, 以下が成り立つこと:

(Q1) ∀x ∈ X, x ∗ x = x.

(Q2) ∀x, y ∈ X, ∃!z ∈ X : z ∗ y = x.

(Q3) ∀x, y, z ∈ X, (x ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ (y ∗ z).

本稿の題目ではカンドル代数という言葉を使っているが, 代数系であることが明示的に

分かるように付けている, という以上の意味はない. 以下では, カンドル代数という言葉は

使わず, 単にカンドルと呼ぶことにする.

また, カンドルという名前を付けたのは Joyce だが, 同等な概念や関連する概念はいく

つか独立に知られていたことに注意しておく. 例えば, 高崎 ([7]) によって 1943 年に導入

された圭 (kei) という概念は, カンドルの特別な場合に相当する. これら関連する事項や

歴史については, Carter による概説 [1] に詳しく記載されている.
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カンドルは, 結び目の研究の過程で導入されたものである. 実際, (Q1), (Q2), (Q3) は,

古典的な結び目 (R3 内に埋め込まれた S1) のライデマイスター変形 (I), (II), (III) にそ

れぞれ対応したものである. 例えば, 結び目 K の射影図 (すなわち適当な R2 への射影)

を [K] とし, (X, ∗) をカンドルとする. このとき, 写像 [K] → X がカンドル彩色であ

るとは, 全ての交点で, その情報とカンドルの演算 ∗ が “ある関係” をみたすことを言う.

このとき, カンドル彩色がライデマイスター変形で不変なことが, カンドルの公理 (Q1),

(Q2), (Q3) から従う. よってカンドル彩色は (例えばその個数は) 結び目の不変量となる.

詳細については, 鎌田による本 [5] を参照して頂きたい.

上記のことから, カンドルを与えると, 結び目の不変量が作られる (上では彩色数につい

てしか触れていないが, それ以外にもいろいろある). 当然ながら, カンドルが簡単過ぎる

と情報量が少なく, カンドルが複雑だと計算不可能になる. まず計算可能性の観点から, カ

ンドルは有限であることが望ましい. その上で, さらに付加的な良い条件をみたすもの, あ

るいは “適度な複雑さ” を持ったものを探す, ということが問題になる.

我々の研究は, カンドルを離散的な対称空間と考えて, 対称空間論の道具やアイデアを

用いて, カンドルの構造を調べて行こう, というものである. このことは, 対称空間論に異

なる視点を与えるものとしても興味深いと思われる. (構築される理論は, 多様体もリー

群も登場しないので, 対称空間論への入門として良い題材になると考えている.) さらに,

我々の研究により “良い” カンドルが体系的に供給されたとすると, 上記のような結び目

の研究に応用を持つ可能性もある.

2 カンドルと対称空間

この章では, 対称空間はカンドルであることを紹介する. そのために, カンドルの定義を

対称空間風に言い換える. また, それを用いて, いくつかの基本的な例を紹介する.

2.1 カンドルの再定式化

ここではまず, 二項演算を各点に写像を与える対応に置き換えることにより, カンドル

の条件を言い換える. 次は定義から容易に確かめられる.

命題 2.1. X を集合とし, 写像 s : X → Map(X,X) : x 7→ sx を考え, 対応する二項演算

を ∗ : X ×X 7→ X : (y, x) 7→ sx(y) で表す. このとき, (X, ∗) がカンドルであるための必
要十分条件は, 以下が成り立つこと:

(S1) ∀x ∈ X, sx(x) = x.
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(S2) ∀x ∈ X, sx は全単射.

(S3) ∀x, y ∈ X, sx ◦ sy = ssx(y) ◦ sx.

以下では, 対応 s : X → Map(X,X) を用いて, カンドルを (X, s) で表すことにする.

また, このときの s をカンドル構造と呼ぶ. このような定式化をすると, 対称空間と関連

することは自然に思える. 実際, 以前から次が知られていた.

命題 2.2 (Joyce ([4])). 連結リーマン対称空間はカンドルである.

証明. 連結リーマン対称空間 M に対して, (S1), (S2) が成り立つことは定義から明らか.

また, (S3) を示すためには, 次を示せば良い:

sx ◦ sy ◦ s−1
x = ssx(y). (2.1)

この式の両辺は, 等長変換であり, sx(y) を固定し, その点での微分が −id となる. 従っ

て, M は連結なので, 上記の式が示される.

従って, カンドルは対称空間の一般化である. 特にカンドルは, 対称空間の点対称だけを

抽出し, リーマン多様体としての構造や位相構造などを全て忘れたもの (すなわち離散化

したもの) だと考えることができる.

2.2 カンドルの例

ここではカンドルの典型的な例を紹介する. 典型的な例は, 対称空間から来るものが多

いが, そうではない例もあることに注意する.

例 2.3. (X, s) は sx := idX ならばカンドルである. これを 自明カンドル と呼ぶ.

例 2.4. Rn とし, x, y ∈ Rn に対して sx(y) := 2x− y と定める (これを Rn の 通常の点

対称 と呼ぶ). このとき (Rn, s) はカンドルである.

この例が (S3) をみたすことを確かめるのは, 学部生向けの演習問題. 図を描いて確かめ

ても良いし, 点対称の式を用いて計算で確かめても良い.

例 2.5. G を群とし, g, h ∈ G に対して sg(h) := gh−1g と定める (これを 群構造から決

まる点対称 と呼ぶ). このとき (G, s) はカンドルである.

ここで紹介した群上のカンドル構造は, リー群を対称空間と見るときの点対称と同じで

ある (単位元 e に対して se(h) = h−1 とし, それ以外の点での点対称は se を左移動でば
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ら撒いたもの, と考えると分かりやすい). ちなみに, Rn の加法群としての構造から決ま

るカンドル構造は, Rn 上の通常の点対称と一致する.

例 2.6. S1 を R2 内の原点 o 中心の単位円とし, x ∈ S1 に対して, sx を直線 ox に関す

る折り返しとする. このとき (S1, s) はカンドルである.

この点対称は, S1 をリーマン対称空間とする際に用いられるものと一致する. また, S1

と SO(2) と同一視すると, 群構造から決まる点対称とも一致する.

例 2.7. X を S1 上の n 等分点の集合とし, x ∈ X に対して sx を上記の S1 上の点対称

の制限とする. このとき (X, s) はカンドルである (これを 二面体カンドル と呼び, Rn で

表すことが多い).

ここまでで挙げた例は, 基本的に対称空間から得られていたので, 全て s2x = id をみた

していた. しかし, そうではないカンドルも当然ながら存在する.

例 2.8. X := {1, 2, 3, 4} とし, s を以下の巡回置換で定めると, (X, s) はカンドルである

(これを 正四面体カンドル と呼ぶ):

s1 := (234), s2 := (143), s3 := (124), s4 := (132). (2.2)

正四面体カンドルは, 正四面体の頂点集合に, sx を所定の向きに 120◦ 回転させる変換

で定義したものと考えることもできる. (カンドルの公理をみたすためには, 全体の回転の

方向に整合性があることが必要.)

3 等質カンドルとカンドル組

この章では, 等質カンドル (X, s) と, カンドル組 (G,K, σ) が対応することを紹介する.

カンドル組とは, 大雑把に言うと, 対称空間論に登場する “対称対” のカンドル版である.

この対応について, 限定的な結果については [4] にも書かれているが, ここで述べる内容

がこのような形で書かれている論文を少なくとも著者は知らない. 従って, 対称空間論を

知っていると当たり前の内容ではあるのだが, 紹介する価値はあると思われる.

3.1 等質カンドルと連結カンドル

ここでは, カンドルに対して等質性と連結性を定義する. 以下, (X, s), (X, sX), (Y, sY )

はカンドルを表すものとする.
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定義 3.1. 写像 f : (X, sX) → (Y, sY )が準同型であるとは,次が成り立つこと: ∀x ∈ X,

f ◦ sXx = sYf(x) ◦ f .

すなわち準同型写像とは, ざっくり言うと “点対称と可換” な写像である. ちなみに, カ

ンドル構造を二項演算 ∗ で書いた場合には, 準同型写像とは二項演算 ∗ を保つ写像に他な
らない.

定義 3.2. カンドル間の写像が 同型 であるとは, 全単射かつ準同型であること.

ちなみに, 全単射かつ準同型ならば, 逆写像も準同型になる. さらに, 準同型と準同型の

合成が準同型になることも, 容易に確かめられる. 従って, カンドル上の自己同型写像全体

は群を成す.

定義 3.3. (X, s) をカンドルとする. このとき,

(1) Aut(X, s) := {f : X → X : 同型写像 } を (X, s) の 自己同型群 と呼ぶ.

(2) (X, s) が 等質 とは, Aut(X, s) が X に推移的に作用すること.

ここで, 等質より弱い条件として, カンドルの連結性を定義する. そのために必要となる

のは, 次の観察である. 命題 2.1 の条件 (S2), (S3) から, 次が直ちに従う.

命題 3.4. ∀x ∈ X, sx ∈ Aut(X, s).

これを踏まえて, 自己同型群に含まれる別の変換群を考える.

定義 3.5. (X, s) をカンドルとする. このとき,

(1) Inn(X, s) := ⟨{sx | x ∈ X}⟩ を (X, s) の 内部自己同型群 と呼ぶ.

(2) (X, s) が 連結 とは, Inn(X, s) が X に推移的に作用すること.

定義より, 連結ならば等質である. 逆は成り立つとは限らない. すなわち, Inn(X, s) ⊊
Aut(X, s) となる例も存在する. 最も簡単な例は次のものであろう.

例 3.6. (X, s) を自明カンドルとする. このとき, X から X への任意の全単射は自己同

型なので, (X, s) は等質. 一方で Inn(X, s) は単位元だけの群なので, (X, s) は (#X = 1

の場合を除いて) 連結でない.

少しだけ非自明な例として, 二面体カンドルの場合を考える. 証明は, きちんと書くのは

多少面倒だが, 図形的に感触を掴むだけなら難しくない.
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例 3.7. 二面体カンドル Rn について以下が成り立つ:

(1) Rn は常に等質.

(2) Rn が連結であるための必要十分条件は, n が奇数となること.

3.2 カンドル組との対応

ここでは, カンドル組 (G,K, σ) について, その定義を述べ, 等質なカンドルとの対応に

ついて紹介する. まずは定義を述べる.

定義 3.8. G を群, K を G 内の部分群とし, σ ∈ Aut(G) とする. このとき (G,K, σ) が

カンドル組 とは, 次が成り立つこと: K ⊂ Fix(σ,G).

ここで Fix(σ,G) は, σ による固定点集合を表す. 等質なカンドルとカンドル組が対応

することを, 次の定理でまとめて述べておく.

定理 3.9. 等質なカンドルとカンドル組は以下の意味で対応する:

(1) (G,K, σ) をカンドル組とする. このとき, X := G/K とおき, s を次で定めると,

(X, s) は等質なカンドルとなる:

s[g]([h]) := [gσ(g−1h)].

(2) 逆に, 全ての等質なカンドルは, 同型を除いて (1) の方法で得られる.

証明. まずは (1) についてのみ, 証明の概略を述べる. まず, 上記の s[g]([h]) が well-

defined であることは, カンドル組の条件 K ⊂ Fix(σ,G) から従う. カンドルの条件につ

いては, (S1), (S3) は直接計算で確かめられる. (S2) は, s[g] の逆写像が次で与えられる

ことから示される:

(s[g])
−1([h]) = [gσ−1(g−1h)]. (3.1)

最後に, カンドル (X, s) が等質であることは, G の X = G/K への自然な作用が自己同

型となることから分かる.

ここから, 上記の定理 3.9 (2) を示していく. そのために, まずは等質なカンドルからカ

ンドル組を構成する.
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命題 3.10. (X, s) を等質なカンドルとする. このとき, 各 x ∈ X に対して, 以下で定義

される (G,K, σ) はカンドル組である:

G := Aut(X, s), K := {g ∈ G | g.x = x}, σ(g) := sx ◦ g ◦ s−1
x .

証明. K ⊂ Fix(σ,G) を示せば良い. 任意に g ∈ K をとる. すると, g が準同型であるこ

と, x を固定することを順に用いると,

g ◦ sx = sg.x ◦ g = sx ◦ g. (3.2)

これを σ の定義に代入すると, σ(g) = g が従う.

最後に, 上記のカンドル組から構成されるカンドルが, 元のカンドル (X, s) と同型にな

ることを示せば, 定理 3.9 (2) の証明が完了する.

命題 3.11. (X, s) を等質なカンドルとし, (G,K, σ) を命題 3.10 で定義したカンドル組

とする. このとき (X, s) は, (G,K, σ) から定理 3.9 (1) の方法で構成されるカンドルと

同型である.

証明. 証明の方針を述べる. (G,K, σ) から定理 3.9 (1) の方法で構成されるカンドルを

(G/K, s′) と表す. このとき (G/K, s′) と (X, s) が同型であることを示せば良い. ここ

で定義より, G := Aut(X, s) であり, K はある点 x ∈ X での固定部分群だった. この

x ∈ X を用いて, 次の写像を定義する:

F : G/K → X : [g] 7→ g.x. (3.3)

これが well-defined かつ全単射であることは, 商集合の基本的な演習問題. また, F が準

同型であることは, σ および s′ の定め方を追っていけば, 示すことができる.

定理 3.9 の簡単な応用を紹介しよう. まず, リーマン対称対は明らかにカンドル組であ

る. 従って, 定理 3.9 は, リーマン対称空間がカンドルになることの別証明を与えている.

また, アフィン対称空間や k-対称空間を特徴付ける (G,K) の性質を思い出すと, 次も直

ちに従う.

系 3.12. アフィン対称空間, k-対称空間はカンドルである.

3.3 カンドル組の例

ここでは, カンドル組および対応するカンドルの例を紹介する. 簡単のため, カンドル組

(G,K, σ) から得られるカンドルを Q(G,K, σ) で表すことにする.
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例 3.13. Q(G,K, id) は自明カンドル.

例 3.14. Zn := Z/nZ を n 次巡回群とする. このとき Q(Zn, {0},−id) は二面体カンド

ル Rn と同型.

証明. Rn は S1 上の正 n 等分点の集合だった. その一点を 0 に対応させ, そこから反

時計回り (時計回りでも可) に順に 1, 2, . . . , n − 1 を対応させる. これによって全単射

f : Zn → Rn が与えられる. この f が準同型であることは容易に分かる.

上記は極めて簡単な例だが, これらだけからでも, 対称空間論において対称対がみた

していた性質のいくつかが, カンドル組に対しては成立しないことが分かる. 例えば,

(Zn, {0}, σ) をカンドル組にする σ ∈ Aut(Zn) は一意ではない (σ = ±id どちらでも良

い). また, 二面体カンドル Rn = Q(Zn, {0},−id) に対して, Rn の自己同型群は Zn より

真に大きい (少なくとも折り返しがある). これらの観察を, 次の注意にまとめておく.

注意 3.15. カンドル組について, 以下に注意する:

(1) 与えられた (G,K) に対して, (G,K, σ) をカンドル組とする σ ∈ Aut(G) は一般

に一意ではない.

(2) 与えられた σ ∈ Aut(G) に対して, (G,K, σ) をカンドル組とする K も一般に一意

ではない.

(3) 異なるカンドル組が同型なカンドルを与えることもある (例えば, Q(G,K, σ) ∼=
Q(G′,K ′, σ′) としても, G と G′ は群として同型とは限らない).

等質なカンドルとカンドル組は 1 : 1 に対応している訳ではないが, しかし, カンドル組

はカンドルを研究する際に極めて有用な道具である. 実際, 著者および周辺の人々の研究

([2, 3, 6, 8, 10]) においては, 基本的な役割を果たしている. これらについては, 本稿の続

編である [9] において解説したい.
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