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第 1章

等質な集合

等質な集合を, 推移的な群作用をもつ集合として定義する. この章では, 集合 M が等質

であることと, M = G/K と書けることが同値になることを示す. また, 後に登場するも

のも含めて, 様々な等質空間の例を紹介する.

1.1 準備

直交群の性質など, 線型代数の準備をしておく.

定義 1.1 M(n,R) を n× n 実行列全体の集合とし, 以下のように定義する:

(1) GL(n,R) := {g ∈ M(n,R) | det(g) ̸= 0} を 一般線型群 と呼ぶ.

(2) SL(n,R) := {g ∈ GL(n,R) | det(g) = 1} を 特殊線型群 と呼ぶ．

以下では p, q ∈ Z≥0 とする. また, 単位行列を In で表し, 次のようにおく:

Ip,q :=

(
Ip

−Iq

)
.

定義 1.2 上記の記号の下で, 以下のように定義する:

(1) O(p, q) := {g ∈ GL(p+ q,R) | tgIp,qg = Ip,q} を (不定値) 直交群 と呼ぶ．

(2) SO(p, q) := SL(p+ q,R) ∩O(p, q) を (不定値) 特殊直交群 と呼ぶ．

通常の直交群は O(n) := O(n, 0), 特殊直交群は SO(n) := SO(n, 0). また, 不定値直交

群は, Rp+q 上の (不定値) 内積 ⟨x, y⟩p,q := txIp,qy と関係する.

命題 1.3 各 g ∈ M(p+ q,R) に対して，以下は同値：

(i) g ∈ O(p, q)．

(ii) g は ⟨, ⟩p,q を保つ．すなわち，∀v, w ∈ Rp+q，⟨gv, gw⟩p,q = ⟨v, w⟩p,q．
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(iii) g = (v1, . . . , vp+q) と表すと，{v1, . . . , vp+q} は Rp+q の (p, q)-正規直交基底．

1.2 群作用

群作用の定義と例を紹介する.

定義 1.4 写像 Φ : G ×M → M に対して, g.p := Φ(g, p) と表す. 写像 Φ が G の M

への 群作用 であるとは, 以下が成り立つこと:

(i) 任意の g, h ∈ G および任意の p ∈ M に対して，(gh).p = g.(h.p)．

(ii) 任意の p ∈ M に対して，e.p = p．

群 G が集合 M に作用することを，記号 G ↷ M で表すことが多い．

命題 1.5 Φ : G×M → M により G が M に作用しているとする．このとき，

(1) 任意の部分群 G′ ⊂ G は，制限写像 Φ|G′×M によって M に作用する．

(2) 部分集合 M ′ ⊂ M が G によって保たれている（すなわち G.M ′ ⊂ M ′）とする．

このとき，制限写像 Φ|G×M ′ : G×M ′ → M ′ によって，G は M ′ に作用する．

以下で群作用の具体例を紹介する. まずは ⟨, ⟩ := ⟨, ⟩n,0 を用いたものから始める.

例 1.6 以下は群作用である：

(1) GL(n,R)× Rn → Rn : (g, v) 7→ gv．

(2) 作用する群を制限することにより，O(n) ↷ Rn．

(3) 作用される集合を制限することにより，O(n) ↷ Sn−1 := {x ∈ Rn | ⟨x, x⟩ = 1}．

例 1.7 上と同様に, O(p + 1, q) ↷ M(p, q) := {x ∈ Rp+q+1 | ⟨x, x⟩p+1,q = 1}．ここ
で M(n, 0) は球面, M(0, n) は実双曲空間である. また M(p, 1) はド・ジッター空間,

M(1, q) は反ド・ジッター空間と呼ばれる.

例 1.8 Gk(Rn) := {V ⊂ Rn | V は k 次元線型部分空間 } を 実グラスマン多様体 と呼
ぶ．次は群作用：GL(n,R)×Gk(Rn) → Gk(Rn) : (g, V ) 7→ g.V := {gv | v ∈ V }．

例 1.9（問題 (標準)） RH2 := {z ∈ C | Im(z) > 0} を 上半平面 と呼ぶ．このとき，次
によって SL(2,R) ↷ RH2 (ここで GL(2,R) ↷ RH2 でないことに注意):(

a b
c d

)
.z :=

az + b

cz + d
.
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1.3 推移的な作用

群作用が推移的であることの定義を述べ, 例を紹介する.

定義 1.10 群 Gの集合M への作用が推移的であるとは，次が成り立つこと：∀p, q ∈ M，

∃g ∈ G：g.p = q．

補題 1.11（問題 (易)） o ∈ M を固定する．このとき，群 G の M への作用が推移的で

あることは次と同値：任意の p ∈ M に対して，g ∈ G を上手く選ぶと，g.o = p．

例 1.12 n ≥ 1 とすると，O(n+ 1) および SO(n+ 1) は Sn に推移的に作用する．

例 1.13 GL(n,R)，SLn(R)，O(n)，SO(n) は Gk(Rn) に推移的に作用する．

例 1.14（問題 (標準)） O(p+ 1, q) は M(p, q) に推移的に作用する．

例 1.15 SL(2,R) および次の群 S は，RH2 に推移的に作用する：

S :=

{(
a b
0 a−1

)
| a > 0, b ∈ R

}
.

1.4 等質な集合

等質な集合を, 推移的な群作用をもつ集合として定義する.

定義 1.16 G を群とする．集合 M が G に関して 等質 であるとは，G が M に推移的

に作用すること．

集合 M が G に関して等質であること，M = G/K とかけることが同値になることを

述べたい．そのために, まずは G/K を説明する．

定義 1.17 G を群とし，K をその部分群とする．次で定義される G 上の同値関係 ∼ を
K による同値関係 と呼ぶ：

g∼h :⇔ g−1h ∈ K.

ここで定義した関係 ∼ が同値関係であることは，容易に確かめられる．また，g ∈ G

を含む同値類を [g] で表すと，次が成り立つ：

[g] = gK := {gk | k ∈ K}.
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定義 1.18 群 G を部分群 K による同値関係で割った商集合を G/K で表し，G の K

による 剰余集合 と呼ぶ．

次が, 等質な集合に関する基本的な定理.

定理 1.19 集合 M が G に関して等質であることと, M = G/K と書けることは同値.

この定理を証明するためには, 以下の二つの命題を示せば良い.

命題 1.20 K を G の任意の部分群とする. このとき, G/K は G に関して等質である.

特に, 次により G は G/K に推移的に作用する: g.[h] := [gh].

命題 1.21（問題 (標準)） M が G に関して等質であるとし, p ∈ M とする. このとき,

次の写像は全単射である: G/Gp → M : [g] 7→ g.p.

1.5 等質な集合の例

等質な集合 M を G/K の形で書くことを等質空間表示という. 等質空間表示を求める

ためには, 推移的に作用する群 G と, ある点 p ∈ M での固定部分群を求めれば良い.

例 1.22 n ≥ 1 とする．このとき，球面 Sn は以下の等質空間表示を持つ：

Sn = O(n+ 1)/

{[
1

α

]
| α ∈ O(n)

}
= SO(n+ 1)/

{[
1

α

]
| α ∈ SO(n)

}
.

このように, 等質空間表示は一意的ではない.

例 1.23（問題 (標準)） 以下において，行列のブロック分割のサイズは (k, n− k) である

とする．グラスマン多様体 Gk(Rn) は以下の等質空間表示をもつ：

Gk(Rn) = GL(n,R)/
{[

∗ ∗
0 ∗

]
| det ̸= 0

}
= SL(n,R)/

{[
∗ ∗
0 ∗

]
| det = 1

}
= O(n)/

{[
α 0
0 β

]
| α ∈ O(k)，β ∈ O(n− k)

}
= SO(n)/

{[
α 0
0 β

]
| α ∈ O(k)，β ∈ O(n− k)，det(α) det(β) = 1

}
.
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例 1.24 上半平面 RH2 は以下の等質空間表示をもつ：

RH2 = SL(2,R)/SO(2) = S/{e}.

例 1.25（問題 (標準)） M(p, q) は次の等質空間表示をもつ:

M(p, q) = O(p+ 1, q)/O(p, q).

例 1.26 M := {⟨, ⟩ : Rn 上の内積 } とする. このとき,

(1) 次による GL(n,R) ↷ M は推移的: g.⟨·, ·⟩ := ⟨g−1(·), g−1(·)⟩.
(2) M = GL(n,R)/O(n).

例 1.27（問題 (難)） {J ∈ GL(2n,R) | J2 = −I2n} を等質空間表示せよ.
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第 2章

集合としての対称空間

多様体構造などは一切仮定せずに, 集合としての対称空間を定義する. また, 等質な対称

空間と対称対との間に対応があることを示す.

2.1 対称空間の定義と例

集合 X から X 自身への写像全体の成す集合を Map(X,X) で表す.

定義 2.1 写像 s : X → Map(X,X) : x 7→ sx を考える. このとき, (X, s) が 対称空間

であるとは, 以下が成り立つこと:

(S1) ∀x ∈ X, sx(x) = x,

(S2) ∀x ∈ X, s2x = id.

(S3) ∀x, y ∈ X, sx ◦ sy = ssx(y) ◦ sx.

注意 2.2 上記の条件 (S2) を次に置き換えたものを カンドル と呼ぶ:

(S2)’ ∀x ∈ X, sx は全単射.

例 2.3 任意の集合 X は, 次の s によって対称空間となる: sx := id (∀x ∈ X). これを

自明な対称空間 と呼ぶ.

例 2.4 Rn は, 次の s によって対称空間となる: sx(y) := 2x− y.

例 2.5 Sn := {x ∈ Rn+1 | ⟨x, x⟩ = 1} は, sp を “軸 op に関する折り返し” で定義する

ことにより, 対称空間となる. 式で書くと,

sp(x) := 2⟨x, p⟩p− x.

問題 2.6（標準） 例 2.5 の s について sp ∈ O(n + 1) を示せ. また, これを用いて s が
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(S3) をみたすことを示せ.

2.2 準同型と同型

対称空間の間の準同型や同型の概念を紹介し, 等質性を定義する.

定義 2.7 (X, sX), (Y, sY ) を対称空間とする. 写像 f : X → Y が 準同型 であるとは,

次が成り立つこと: ∀x ∈ X, f ◦ sXx = sYf(x) ◦ f .

命題 2.8（問題 (易)） 準同型写像と準同型写像の合成は準同型である. また, 準同型写像

が全単射の場合には, 逆写像も準同型である.

全単射な準同型写像を 同型写像 と呼ぶ. 上の命題から, 次が群になることが従う.

定義 2.9 対称空間 (X, s) に対して, 次を 自己同型群 と呼ぶ.

Aut(X, s) := {f : X → X : 同型写像 }.

例 2.10 任意の x ∈ X に対して, 次が成り立つ: sx ∈ Aut(X, s).

定義 2.11 対称空間 (X, s) が 等質 とは, Aut(X, s) が X に推移的に作用すること.

例 2.12 (X, s) を自明な対称空間とする. このとき, 任意の全単射 f : X → X は自己同

型である. よって, (X, s) は等質.

例 2.13 Rn を前述の点対称による対称空間とする. このとき, 任意の平行移動および線

型写像は自己同型である. よって, Rn は等質.

例 2.14 Sn を前述の点対称による対称空間とする. このとき, 任意の g ∈ O(n+1) は自

己同型である. よって, Sn は等質.

問題 2.15（標準） 等質でない対称空間の例を挙げ, それが等質でないことを示せ.

2.3 対称対

等質な集合 M は G/K の形で書くことができた. ここでは, これが等質な対称空間と

なるための (G,K) の性質を述べる.

定義 2.16 G を群, K を G の部分群とし, σ ∈ Aut(G) とする. このとき, 以下の条件を

みたす (G,K, σ) を 対称対 と呼ぶ: σ2 = id, K ⊂ Fix(σ,G).
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次が, 等質な対称空間に関する基本的な定理.

定理 2.17 等質な対称空間は, 対称対と対応する.

注意 2.18 対称対の条件から σ2 = id を抜いたものを カンドル組 と呼ぶ. 上記の定理と

同様に, 等質なカンドルとカンドル組も対応する. (証明も, ほとんど同様.)

この定理の正確な主張は, 以下の命題に分けて述べる. まずは, 等質な対称空間から対称

対を構成する.

命題 2.19 (X, s) を等質な対称空間とする. このとき, 以下の (G,K, σ) は対称対:

G := Aut(X, s), p ∈ X, K := Gp, σ : G → G : g 7→ sp ◦ g ◦ s−1
p .

次に, 対称対から等質な対称空間を構成する.

命題 2.20 (G,K, σ) を対称対とする. このとき, 次の s により G/K は等質な対称空間

になる: s[g]([h]) := [gσ(g−1h)]. このとき特に G ⊂ Aut(G/K, s).

自然に G ↷ G/K (g.[h] := [gh] により) だったことに注意.

注意 2.21 上で定義した s は, 次のように考えると意味が分かりやすい:

(1) 原点 [e] では次のように定めている: s[e]([h]) = [σ(h)].

(2) 他の点 [g] には, g の作用を使ってばらまいている: s[g] = g ◦ s[e] ◦ g−1.

2.4 等質な対称空間の例

等質な対称空間および対称対の例を紹介する.

例 2.22 任意の (G,K) に対して, σ = id とすると, (G,K, σ) は対称対. これから得ら

れる対称空間は, 自明な対称空間.

以下では, 前に定義した行列 Ip,q を用いる. また, 次の群を単に O(n) と略記すること

とする (SO(n) や O(p)×O(q) 等も同様に略記):{[
1

α

]
| α ∈ O(n)

}
.

例 2.23 σ(g) := I1,ngI1,n とおくと, 以下は対称対. 得られる対称空間は Sn と同型:

(1) (SO(n+ 1), SO(n), σ).

(2) (O(n+ 1),O(n), σ).
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問題 2.24（標準） 上記の (O(n + 1),O(n), σ) から得られる対称空間が Sn と同型であ

ることを示せ. (ヒント: いずれも O(n + 1) で不変な対称空間なので, 原点での点対称が

一致することを確かめれば良い.)

例 2.25 (O(p + q),O(p) × O(q), σ) は, σ(g) := Ip,qgIp,q とすると対称対である. 従っ

て, 実グラスマン多様体 Gk(Rn) は対称空間になる.

例 2.26 (SL(n,R),SO(n), σ) は, σ(g) := −tg とすると対称対である. 特に n = 1 のと

きを考えると, 上半平面は対称空間.

例 2.27 (GL(n,R),O(n), σ) は, 上と同じ σ により対称対である. 得られる対称空間は

“Rn 上の内積全体の集合” と同一視できる.

例 2.28（問題 (標準)） (O(p+ 1, q),O(p, q), σ) は, σ(g) := I1,p+qgI1,p+q とおくと対称

対である. 従って, M(p,q) := {x ∈ Rp+q+1 | ⟨x, x⟩(p+1,q) = 1} は対称空間になる.
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第 3章

左不変計量

ここでは (g, ⟨, ⟩) を内積付きリー代数とし, その曲率を調べていく. これらは当然なが

ら, 対応するリー群の上の左不変計量を調べることと同等である.

3.1 リー代数の準備

リー代数の定義と簡単な例を復習する.

定義 3.1 g を実線型空間とし, [, ] : g× g → g を双線型写像とする. このとき (g, [, ]) が

リー代数 とは, 以下が成り立つこと:

(i) ∀X,Y ∈ g, [X,Y ] = −[Y,X].

(ii) ∀X,Y, Z ∈ g, [[X,Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0.

リー代数を単に g で表すことも多い. 次が最も典型的な例.

例 3.2 gl(n,R) := M(n,R) は次によってリー代数: [X,Y ] := XY − Y X.

リー代数の例を与える一つの方法は, gl(n,R) の部分代数として与える方法である.

定義 3.3 g をリー代数とする. g′ が g 内の リー部分代数 とは, 次が成り立つこと:

(i) g′ は g 内の線型部分空間.

(ii) ∀X,Y ∈ g′, [X,Y ] ∈ g′.

容易に分かるように, リー部分代数はリー代数である.

例 3.4（問題 (易)） 以下は gl(n,R) のリー部分代数:

(1) sl(n,R) := {X ∈ gl(n,R) | tr(X) = 0}.
(2) o(p, q) := {X ∈ gl(p+ q,R) | tXIp,q + Ip,qX = 0}.
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上記のようなリー代数は半単純と呼ばれるものである. この講義では, 半単純ではない

ようなもの (例えば冪零や可解) を主に取り上げる. 次がその典型例.

例 3.5（問題 (易)） 以下は gl(3,R) のリー部分代数 (これを 3 次元ハイゼンベルグ代数

と呼ぶ):

h3 :=


 0 ∗ ∗

0 0 ∗
0 0 0

 .

リー代数を与えるもう一つの方法は, 基底に対して括弧積を表すものである. 例えば h3

を次のように表す (書かれていない括弧積は 0 だと思う):

h3 = span{e1, e2, e3}, [e1, e2] = e3.

3.2 曲率の定義

ここでは (g, ⟨, ⟩) を内積付きリー代数とし, その曲率を定義する.

定義 3.6 次で定義される ∇ : g× g → g を Levi-Civita 接続 と呼ぶ:

2⟨∇XY ,Z⟩ = ⟨[X,Y ], Z⟩+ ⟨[Z,X], Y ⟩+ ⟨X, [Z, Y ]⟩ (∀X,Y, Z ∈ g).

注意 3.7 上の式は, リー代数の元を左不変ベクトル場だと思って, いわゆる “Koszul 公

式” に代入すれば出てくる.

注意 3.8 U : g× g → g を次で定義する:

2⟨U(X,Y ), Z⟩ = ⟨[Z,X], Y ⟩+ ⟨X, [Z, Y ]⟩ (∀X,Y, Z ∈ g).

すると U は対称であり, ∇XY = (1/2)[X,Y ] + U(X,Y ) が成り立つ. 実際に計算すると

きには, この U を用いると便利なことが多い.

定義 3.9 (g, ⟨, ⟩) を内積付きリー代数とし, X,Y, Z ∈ g とする.

(1) R(X,Y )Z := ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z を リーマン曲率 と呼ぶ.

(2) Ric(X) :=
∑

R(X, ei)ei を リッチ曲率 と呼ぶ. ここで {ei} は g の正規直交基底.

(3) σ を g 内の 2 次元部分空間とするとき, Kσ := ⟨R(E1, E2)E2, E1⟩ を σ の 断面曲

率 と呼ぶ. ここで {E1, E2} は σ の正規直交基底.

注意 3.10（問題 (標準)） リッチ曲率と断面曲率は, 正規直交基底の取り方に依らない.

例 3.11 g が可換なら, 任意の内積 ⟨, ⟩ に対して R ≡ 0.
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注意 3.12 一般には, 内積を取り替えると曲率の様相も変わる.

定義 3.13 (g, ⟨, ⟩) が Einstein とは, Ric = c · id (c ∈ R) となること.

3.3 定曲率の例: 実双曲空間のリー代数

定曲率なものの例を挙げる. Einstein になることも定義に従って確かめる.

定義 3.14 次で定義される gRHn := span{A,X1, . . . , Xn−1} を 実双曲空間のリー代数
と呼ぶ:

[A,Xi] = Xi (i ∈ {1, . . . , n− 1}).

注意 3.15 このリー代数に対応する単連結リー群は, 実双曲空間 RHn と自然に同一視で

きることが知られている. 特に, 左不変な定曲率計量をもつ. これを具体的に構成しよう.

補題 3.16 RHn に対して, 上の基底を正規直交にする内積を ⟨, ⟩ で表す. このとき

(gRHn , ⟨, ⟩) について以下が成り立つ:

(1) U(A,A) = 0, U(A,Xi) = −(1/2)Xi, U(Xi, Xj) = δijA.

(2) ∇A = 0, ∇XiA = −Xi, ∇XiXj = δijA.

命題 3.17 任意の 2 次元部分空間 σ ⊂ gRHn に対して, Kσ ≡ −1.

命題 3.18 (gRHn , ⟨, ⟩) に対して, Ric = −(n− 1)id. よって Einstein である.

3.4 代数的 Ricci soliton の例: ハイゼンベルグ代数

代数的 Ricci soliton を定義し, h3 がその例となることを紹介する.

定義 3.19 次の Der(g) を g の 微分代数 と呼ぶ:

Der(g) := {D : g → g : 線型 | D([·, ·]) = [D(·), ·] + [·, D(·)]}.

例 3.20 3 次元ハイゼンベルグ代数 h3 = span{e1, e2, e3} に対して,

Der(h3) =


 a11 a12 0

a21 a22 0
a31 a32 a33

 | a11 + a22 = a33

 .

定義 3.21 (g, ⟨, ⟩) が 代数的 Ricci soliton とは, Ric = c · id+D (c ∈ R, D ∈ Der(g))

となること.
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注意 3.22 (g, ⟨, ⟩) に対応する単連結リー群と左不変計量の組を (G, g) とする. このと

き, (g, ⟨, ⟩) が代数的 Ricci soliton なら, (G, g) は Ricci soliton である. 証明の概略は以

下の通り:

• Ric = c · id +D (c ∈ R, D ∈ Der(g)) と仮定する.

• Der(g) = Lie(Aut(g)) より, etD ∈ Aut(g).

• G は単連結より, ∃φt ∈ Aut(G) : (dφ)e = etD.

• X ∈ X(G) を次で定義: Xp := d
dtφt|t=0.

• すると ricg = cg − (1/2)LXg.

補題 3.23 h3 = span{e1, e2, e3} に対し, {e1, e2, e3} を正規直交にする内積を ⟨, ⟩ とす
る. このとき,

• U(e1, e1) = U(e1, e2) = U(e2, e2) = U(e3, e3) = 0,

• U(e1, e3) = −(1/2)e2, U(e2, e3) = (1/2)e1.

• ∇e1e1 = 0, ∇e1e2 = (1/2)e3, ∇e1e3 = −(1/2)e2,

• ∇e2e1 = −(1/2)e3, ∇e2e2 = 0, ∇e2e3 = (1/2)e1,

• ∇e3e1 = −(1/2)e2, ∇e3e2 = (1/2)e1, ∇e3e3 = 0.

命題 3.24 (h3, ⟨, ⟩) は代数的 Ricci soliton. とくに

Ric =

 −1/2 0 0
0 −1/2 0
0 0 1/4

 .

3.5 その他のリー代数

例 3.25（問題 (やや易)） 以下の (g, ⟨, ⟩) について R ≡ 0:

• g := span{e1, e2, e3}, [e1, e2] = e3, [e1, e3] = −e2, [e2, e3] = 0.

• ⟨, ⟩ に関して {e1, e2, e3} は正規直交.

例 3.26（問題 (標準)） 以下の (gCH2 , ⟨, ⟩) が Einstein であることを示せ:

• gCH2 := span{A,X, Y, Z}, [A,X] = (1/2)X, [A, Y ] = (1/2)Y , [A,Z] = Z,

[X,Y ] = Z,

• ⟨, ⟩ に関して {A,X, Y, Z} は正規直交.

例 3.27（問題 (やや難)） 以下の (g, ⟨, ⟩) が代数的 Ricci soliton であることを示せ:

• g := h3 ⊕ R := span{e1, e2, e3, e4}, [e1, e2] = e3.

• ⟨, ⟩ に関して {e1, e2, e3, e4} は正規直交.
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第 4章

Milnor 型定理

前の章では,内積付きリー代数 (g, ⟨, ⟩)が与えられたときに,その曲率を計算し, Einstein

や代数的 Ricci soliton であるかを判定できることを述べた. ここでは, リー代数が与えら

れたときに, その上に Einstein や代数的 Ricci soliton となる内積が存在するかどうかを

調べる方法を紹介する.

4.1 Milnor 枠

以下を通して g はリー代数を表すものとする.

定義 4.1 リー代数 g が unimodular とは, 次が成り立つこと: ∀X ∈ g, tr(adX) = 0.

定理 4.2（Milnor, 1976） g を 3 次元 unimodular リー代数とすると, 次が成り立つ:

∀⟨, ⟩ : g 上の内積, ∃{x1, x2, x3} : ⟨, ⟩ に関する正規直交基底, ∃λ1, λ2, λ3 ∈ R :

[x1, x2] = λ3x3, [x2, x3] = λ1x1, [x3, x1] = λ2x2.

注意 4.3 この定理により, 3 次元 unimodular リー代数の分類が得られる. (λ1, λ2, λ3)

の符号が, 例えば (+ + +) なら so(3), (+ +−) なら sl(2,R), (+00) なら Heisenberg.

注意 4.4 この定理により, 3 次元 unimodular リー代数上の内積がどのくらいあるかが

分かる. これを使って, Einstein や Ricci soliton などの存在・非存在が分かる.

注意 4.5 この定理の証明は dim = 3 に強く依存している. 実際, [, ] :
∧2

g → g を考え

ると, 3 次元の特殊性により
∧2

g ∼= g となり, 線型写像 L : g → g が得られる. この L

が本質的に使われる.

注意 4.6 一方で, g が 3 次元のとき, その上の内積全体の集合はM := GL(3,R)/O(3)

と同一視できる. このとき dimM = 6. しかし上の定理はパラメータ高々 3 つで全ての
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内積を表している. 残りの次元は, [, ] を保つ基底の取り換え (つまり Aut(g) の作用) で

吸収されていると考えられる.

このアイデアを発展させて, Aut(g) の作用を用いて Milnor の定理を拡張する.

4.2 自己同型群

リー代数 g の自己同型群 Aut(g) を定義し, 具体例で計算を見せる.

定義 4.7 次を g の 自己同型群 と呼ぶ:

Aut(g) := {φ : g → g :線型同型 | φ([·, ·]) = [φ(·), φ(·)]}

例 4.8 次のリー代数を考える: g := span{e1, e2, e3}, [e1, e2] = e2. このとき,

Aut(g) =


 1 0 0

a21 a22 0
a31 0 a33

 ∈ GL(3,R)

 .

上で定義したリー代数は, gRH2 ⊕ R という直和リー代数と同型.

例 4.9（問題 (標準)） 3 次元ハイゼンベルグ代数 h3 = span{e1, e2, e3} に対して,

Aut(h3) =


 a11 a12 0

a21 a22 0
a31 a32 a33

 ∈ GL(3,R) | a11a22 − a12a21 = a33

 .

4.3 軌道の代表系

群 H が集合 M に作用しているとする. 推移的とは限らない.

定義 4.10 各 p ∈ M に対し, 次を p を通る軌道と呼ぶ: H.p := {h.p | h ∈ H}.

定義 4.11 U を M 内の部分集合とする. このとき, U が H-作用に関する 軌道の代表系

であるとは, 次が成り立つこと: U が全ての H-軌道と交わる.

例えば SO(2) ↷ R2 なら, 原点を通る直線は軌道の代表系.

上記の設定を M := G/K という等質な集合の場合に考える. H を G 内の部分群とす

ると, H は M に自然に作用する.

定義 4.12 上記の作用 H ↷ M = G/K を考え, o := [e] とおく. また, U を G の部分集

合とする. このとき, U が 軌道の代表系 であるとは, 次が成り立つこと: {h.o | h ∈ U} が
全ての H-軌道と交わる.
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補題 4.13（問題 (標準)） H ↷ M = G/K とし, U を G の部分集合とする. このとき,

U が軌道の代表系であることと次が同値: ∀g ∈ G, ∃u ∈ U : u ∈ HgK.

ここで HgK := {hgk | h ∈ H, k ∈ K}. これを 両側剰余類 と呼ぶ. 記号の簡略化の

ため, これを単に [[g]] と書くこともある.

例 4.14 上半平面 RH2 = SL(2,R)/SO(2) について, 以下の群を考える:

A :=

{(
a 0
0 a−1

)
| a > 0

}
, N :=

{(
1 b
0 1

)
| b ∈ R

}
.

このとき以下が成り立つ:

(1) A ↷ RH2 に対して, N は軌道の代表系.

(2) N ↷ RH2 に対して, A は軌道の代表系. (問題 (やや易))

例 4.15 M := GL(3,R)/O(3) への次の群の作用を考える:

H :=


 ∗ 0 0

∗ ∗ 0
∗ 0 ∗

 ∈ GL(3,R)

 .

このとき次の U は軌道の代表系:

U :=


 1 0 0

0 1 0
0 −λ 1

 | λ ≥ 0

 .

例 4.16（問題 (やや易)） M := GL(3,R)/O(3) への次の群の作用を考える:

H :=


 ∗ 0 0

∗ ∗ 0
∗ ∗ ∗

 ∈ GL(3,R)

 .

このとき, U := {I3} が軌道の代表系 (すなわち作用が推移的) である.

4.4 主定理

以下では {e1, . . . , en} を g の基底とし, g ∼= Rn と同一視する.

補題 4.17（復習） g を n 次元とし, M(g) := {⟨, ⟩ : g 上の内積 } とおく. このとき,

(1) 次で定まる GL(n,R) ↷ M(g) は推移的: g.⟨·, ·⟩ := ⟨g−1(·), g−1(·)⟩.
(2) M(g) ∼= GL(n,R)/O(n). これは対称空間.
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我々は次の作用を考える:

R×Aut(g) := {cφ ∈ GL(n,R) | c ∈ R \ {0}, φ ∈ Aut(g)} ↷ M(g).

また, 基底 {e1, . . . , en} を正規直交にする g 上の内積 (すなわち原点) を ⟨, ⟩0 で表す.

定理 4.18 作用 R×Aut(g) ↷ M(g) に対して, U が軌道の代表系であるとする. このと

き次が成り立つ: ∀⟨, ⟩ : g 上の内積, ∃k > 0, ∃φ ∈ Aut(g), ∃g ∈ U : {φge1, . . . , φgen}
は k⟨, ⟩ に関する正規直交基底.

命題 4.19 次のリー代数を考える: g := span{e1, e2, e3}, [e1, e2] = e2. このとき次が成

り立つ: ∀⟨, ⟩, ∃λ ≥ 0, ∃k > 0, ∃{x1, x2, x3} : k⟨, ⟩ に関する正規直交基底 :

[x1, x2] = x2 + λx3.

この命題のようなものを「Milnor 型定理」と呼ぶ. 軌道の代表系 U を求めることがで

きれば, 原理的には任意のリー代数に対して手続きは適用可能である.

系 4.20（問題 (標準)） 上記のリー代数は, Einstein 内積を許容しないが, 代数的 Ricci

soliton を許容することを示せ.

問題 4.21（(難)） 上の手続きを sl(2,R) (他の unimodular なものでも良い) に適用し,

その場合に Milnor 枠が復元できるかどうかを確かめよ.

注意 4.22 g を p+ q 次元リー代数として,

R×Aut(g) ↷ Mp,q(g) := {⟨, ⟩ : g 上の符号数 (p, q) の内積 } ∼= GL(p+ q,R)/O(p, q)

を考えると, 「擬リーマン版 Milnor 型定理」を得ることができる.

問題 4.23（(極めて難)） 同様の枠組を「左不変複素構造」に対して定式化せよ. また,

g := h3 ⊕ R に概複素構造は本質的にいくつあるか？
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