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まえがき

Version 1.1 へのまえがき

本稿は, 大阪市立大学数学研究所連続講義 (2012/02/22–24) で配付した講義資料に, 若

干の修正を加えたものです. 現時点ではあくまでも講義資料で, 読み物の形式には全く

なっていません. そもそも文章がほとんどありません. 内容にも, 変更および追加の余地

があると考えています. 将来的に読み物として読める形にまとめられるかどうかは分かり

ませんが, 本稿は, 一応それに向けて内容を整理している途中段階のノートです.

講義の要旨

R-space とは, ある種のコンパクト等質空間の総称で, いくつかの対称空間 (対称 R-

space), 旗多様体, コンパクト単連結等質 Kahler 多様体 (Kähler C-space) などを含むク

ラスです. この講義では, R-space の基礎的な部分を, 背景となる半単純リー代数および非

コンパクト型対称空間の理論に重点を置いて解説します. また, R-space のいくつかの応

用, 例えば球面内の等質超曲面や Hermite 対称空間内の実形など, についても触れる予定

です.
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第 1章

半単純 Lie 代数の制限ルート系

この章では, 半単純 Lie 代数の制限ルート系を定義し, いくつかの具体例を紹介する.

1.1 Killing 形式

以下では, g を Lie 代数とする.

1.1.1 Killing 形式の基礎

定義 1.1 次で定義される写像 B : g× g → R を Killing 形式 と呼ぶ:

B(X, Y ) := tr(adX ◦ adY ). (1.1)

命題 1.2 Killing 形式 B は対称双線型写像であり, 次をみたす:

B([X, Y ], Z) + B(Y, [X, Z]) = 0 (∀X, Y, Z ∈ g). (1.2)

1.1.2 Killing 形式の具体例

例 1.3 一般線型 Lie 代数 gln(R) の Killing 形式 B は次をみたす:

B(X, Y ) = 2ntr(XY )− 2tr(X)tr(Y ). (1.3)

命題 1.4 Lie 代数 g のイデアルを g′ とし, それぞれの Killing 形式を B, B′ とする. こ

のとき B′ は B の制限となる, すなわち,

B′ = B|g′×g′ . (1.4)

例 1.5 特殊線型 Lie 代数 sln(R) の Killing 形式 B は次をみたす:

B(X, Y ) = 2ntr(XY ). (1.5)
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問題 1.6 不定値直交 Lie 代数 so(p, q) の Killing 形式を求めよ.

1.1.3 Killing 形式の一般論

定理 1.7 ([6], p50, Theorem 1.45) Lie 代数が半単純であるための必要十分条件は,

Killing 形式が非退化となること.

定理 1.8 ([6], pp249–250, Corollary 4.26, 4.27) 半単純 Lie 代数がコンパクトで

あるための必要十分条件は, Killing 形式が負定値となること.

1.2 Cartan 分解

以下では, g を半単純 Lie 代数, B を g の Killing 形式とする.

1.2.1 Cartan 分解の基礎

写像 θ : g → g が 対合*1 であるとは, θ が Lie 代数としての自己同型写像であり,

θ2 = id をみたすことである.

定義 1.9 対合 θ : g → g が Cartan 対合 であるとは, 次で定義される Bθ が正定値とな

ること:

Bθ(X, Y ) := −B(X, θ(Y )) (for X, Y ∈ g). (1.6)

Cartan 対合 θ は対合なので, その固有値は ±1 のいずれかである.

定義 1.10 Cartan 対合 θ による固有空間分解 g = k⊕ p を Cartan 分解 と呼ぶ. ただ

しここで, k は固有値 1, p は固有値 −1 に対応する固有空間である.

命題 1.11 Cartan 分解 g = k⊕ p は次をみたす:

[k, k] ⊂ k, [k, p] ⊂ p, [p, p] ⊂ k. (1.7)

1.2.2 Cartan 分解の具体例

例 1.12 特殊線型 Lie 代数 sln(R) に対して, 次は Cartan 対合である:

θ(X) := −tX. (1.8)

*1 involution
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これによって得られる Cartan 分解 sln(R) = k⊕ p は, 次で与えられる:

k = so(n), p = {X ∈ sln(R) | X = tX}. (1.9)

例 1.13 不定値直交 Lie 代数 so(p, q) に対して, 次は Cartan 対合である:

θ(X) := Ip,qXIp,q. (1.10)

これによって得られる Cartan 分解 so(p, q) = k⊕ p は, 次で与えられる:

k = so(p)⊕ so(q), p =
{(

tC
C

)
| C ∈ Mq,p(R)

}
. (1.11)

1.2.3 Cartan 分解の一般論

命題 1.14 コンパクト Lie 代数 g に対して, 恒等写像 id は Cartan 対合である.

要するに, Cartan 分解を考えることは, 非コンパクト型対称空間を考えてることと同等

である.

定理 1.15 ([6], p358, Corollary 6.18, 6.19) 任意の半単純 Lie 代数 g に対して,

Cartan 対合が存在する. さらに, Cartan 対合は (内部自己同型による) 共役を除い

て一意である.

1.3 制限ルート系

以下では, g を半単純 Lie 代数, B を Killing 形式, θ を Cartan 対合, g = k ⊕ p を

Cartan 分解とする.

1.3.1 制限ルート系の基礎

補題 1.16 任意の X ∈ p に対して, adX は Bθ に関して対称である. よって adX の固有

値は全て実数になる.

この性質により, コンパクトな場合に比べてルートの定義が簡潔になる. ここで, a を p

内の極大可換部分空間とする. また, a の双対空間を a∗ で表す.

定義 1.17 各 α ∈ a∗ に対して, 次を α に対応する 制限ルート空間 と呼ぶ:

gα := {X ∈ g | [H, X] = α(H)X (∀H ∈ a)} . (1.12)
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定義 1.18 α ∈ a∗ が (a に関する) 制限ルート とは, 次が成り立つこと: α 6= 0, gα 6= 0.

また, ルート全体の集合を 制限ルート系 と呼び, ∆ = ∆(g, a) で表す.

命題 1.19 制限ルート系 ∆ = ∆(g, a) に対して, 次が成り立つ:

(1) g = g0 ⊕ (
⊕

α∈∆ gα) は Bθ に関する直交直和分解,

(2) [gα, gβ ] ⊂ gα+β (∀α, β ∈ ∆ ∪ {0}),
(3) θ(gα) = g−α (∀α ∈ ∆ ∪ {0}).

この (1) の分解を 制限ルート空間分解 と呼ぶ.

1.3.2 制限ルート系の具体例

行列単位を Eij で表す.

例 1.20 sln(R) に対して, 前述の Cartan 分解を考えると, 次が成り立つ:

(1) a := {∑ akEkk | tr = 0} は p 内の極大可換部分空間,

(2) g0 = a,

(3) gεi−εj
= span{Eij}, ただしここで εi(

∑
akEkk) := ai,

(4) ∆ = {εi − εj | i 6= j}.

例 1.21 sln(C) に対して, 前述の Cartan 分解を考えると, 次が成り立つ:

(1) a := {∑ akEkk | tr = 0} は p 内の極大可換部分空間,

(2) g0 = a,

(3) gεi−εj
= span{Eij}, ただしここで εi(

∑
akEkk) := ai,

(4) ∆ = {εi − εj | i 6= j}.

例 1.22 so(1, n) に対して, 前述の Cartan 分解を考えると, 次が成り立つ:

(1) a := span{E12 + E21} は p 内の極大可換部分空間,

(2) g0
∼= so(n− 1)⊕ a,

(3) α ∈ a∗ を α(E12 + E21) = 1 によって定めると, ∆ = {±α}.

例 1.23 so(2, 2) に対して, 前述の Cartan 分解を考えると, 次が成り立つ:

(1) a := span{E13 + E31, E24 + E42} は p 内の極大可換部分空間,

(2) g0 = a,

(3) ∆ = {±ε1 ± ε2}, ただしここで ε1, ε2 ∈ a∗ は次で定める:

εi(a1(E12 + E21) + a2(E24 + E42)) = ai. (1.13)
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例 1.24 so(2, n) (ただし n > 2) に対して, 前述の Cartan 分解を考えると, 次が成り

立つ:

(1) a := span{E13 + E31, E24 + E42} は p 内の極大可換部分空間,

(2) g0
∼= so(n− 2)⊕ a,

(3) ∆ = {±ε1 ± ε2,±ε1,±ε2}, ただしここで ε1, ε2 ∈ a∗ は上と同じもの.

1.3.3 制限ルート系の一般論

定理 1.25 ([6], p378, Theorem 6.51) a, a′ を p 内の極大可換部分空間とする. この

とき, これらは K の元による共役で移り合う.

ちなみに K は k に対応する Lie 群. この a の次元を, g の 実階数 と呼ぶ. これは, 対

応する対称空間 G/K の階数と言っても良い. 単に階数と言ったら Cartan 部分代数の次

元のことを意味するので, それとは区別する必要がある.

定理 1.26 ([6], p380, Corollary 6.53) 制限ルート系 ∆ = ∆(g, a) は, 抽象的な意味

でのルート系になる.

1.4 単純ルート

1.4.1 単純ルートの基礎

定義 1.27 ∆ をルート系とする. ∆ ⊃ Λ := {α1, . . . , αr} が単純ルート系 であるとは,

次が成り立つこと:

(i) Λ は a∗ の基底,

(ii) 任意の α ∈ ∆ に対して, 次をみたす c1, . . . , cr ∈ Z≥0 または c1, . . . , cr ∈ Z≤0 が

存在する: α = c1α1 + · · ·+ crαr.

定義 1.28 ∆をルート系, Λ = {α1, . . . , αr}を単純ルート系とし, α = c1α1+· · ·+crαr ∈
∆ とする.

(1) α ∈ ∆ が 正ルート とは, c1, . . . , cr ∈ Z≥0 となること.

(2) α ∈ ∆ が 負ルート とは, c1, . . . , cr ∈ Z≤0 となること.

(3) α ∈ ∆ が 最高ルート とは, 次が成り立つこと: 任意の c′1α1 + · · ·+ c′rαr ∈ ∆ に

対して, c1 ≥ c′1, . . . , cr ≥ c′r.
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1.4.2 単純ルートの具体例

例 1.29 sln(R) のとき, αi := εi − εi+1 (i = 1, . . . , n− 1) とおくと, {α1, . . . , αn−1} は
単純ルート系. 最高ルートは, α̃ = ε1 − εn = α1 + · · ·+ αn−1.

例 1.30 so(2, 2) のとき, α1 = ε1−ε2, α2 = ε1 +ε2 とおくと, {α1, α2} は単純ルート系.

例 1.31 so(2, n) のとき (ただし n > 2), α1 = ε1 − ε2, α2 = ε2 とおくと, {α1, α2} は
単純ルート系. 最高ルートは, α̃ = ε1 + ε2 = α1 + 2α2.

1.4.3 単純ルートの一般論

制限ルート系 ∆ = ∆(g, a) は抽象的な意味でのルート系なので, ルート系の一般論はそ

のまま使える (例えば, 単純ルート系の存在など). また, 次の性質より, Weyl 群の一般論

も使って良いことになる.

定理 1.32 ([6], p383, Theorem 6.57) NK(a) と ZK(a) を, それぞれ K における a

の正規化群と中心化群とする. このとき, 商群 NK(a)/ZK(a) は, 制限ルート系 ∆ の

Weyl 群と一致する.
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第 2章

階別 Lie 代数と放物型部分 Lie 代数

この章では, 階別 Lie 代数および放物型部分 Lie 代数を定義し, その具体例を紹介する.

特に, これらが制限ルート系によって完全に統制されることを述べる. 階別 Lie 代数は,

graded Lie algebra の直訳のつもりで使っているが, 次数付き Lie 代数と呼ばれることも

ある.

以下では g は半単純 Lie 代数とする.

2.1 階別 Lie 代数

2.1.1 階別 Lie 代数の定義

定義 2.1 線型空間としての直和分解 g =
⊕

k∈Z gk が 階別 Lie 代数 であるとは, 次が成

り立つこと: [gp, gq] ⊂ gp+q (∀p, q ∈ Z).

定義 2.2 階別 Lie 代数 g =
⊕

k∈Z gk が 第 ν 種 であるとは, 次が成り立つこと:

(i) gν 6= 0,

(ii) |p| > ν ならば gp = 0.

2.1.2 階別 Lie 代数の簡単な例

例 2.3 sl3(R) または sl3(C) に対して, 次は第 1 種の階別 Lie 代数を与える:

g−1 :=






 ∗
∗






 , g0 :=







∗

∗ ∗
∗ ∗






 , g1 :=








∗ ∗ 





(2.1)
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例 2.4 sl3(R) または sl3(C) に対して, 次は第 1 種の階別 Lie 代数を与える:

g−1 :=







∗ ∗






 , g0 :=







∗ ∗
∗ ∗

∗






 , g1 :=








∗
∗







(2.2)

例 2.5 sl3(R) または sl3(C) に対して, 次は第 2 種の階別 Lie 代数を与える:

g−2 :=







∗






 , g−1 :=






 ∗

∗






 , g0 :=







∗

∗
∗






 ,

g1 :=








∗
∗






 , g2 :=








∗ 




 .

(2.3)

命題 2.6 上と同様に, sln(R) または sln(C) をブロック分割することにより, 階別 Lie 代

数を構成することができる.

2.1.3 階別 Lie 代数の構成法

定義 2.7 階別 Lie 代数 g =
⊕

k∈Z gk に対して, Z ∈ g が 特性元 であるとは, 次が成り

立つこと:

gk = {X ∈ g | [Z, X] = kX} (∀k ∈ Z). (2.4)

階別 Lie 代数を構成するためには, 特性元になり得る Z ∈ g を構成すれば良い. そのた

めに, 制限ルート系 ∆ = ∆(g, a), 単純ルート系 Λ = {α1, . . . , αr} を用いる.

定義 2.8 a ⊃ {H1, . . . , Hr} が Λ の 双対基底 とは, 次が成り立つこと: αi(Hj) = δij

(∀i, j).

定理 2.9 Z := n1H
1 + · · · + nrH

r (ただし n1, . . . , nr ∈ Z≥0) とおく. このとき, 次が

成り立つ:

(1) adZ による固有空間分解は階別 Lie 代数となり, その特性元は Z である.

(2) 最高ルートを α̃ とすると, (1) で得られた階別 Lie 代数は第 α̃(Z) 種である.

ちなみに上記の Z によって与えられる階別 Lie 代数は, ルート空間を用いて次のよう

に書くことができる:

gk =
⊕

α(Z)=k

gα. (2.5)
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2.1.4 階別 Lie 代数の例

例 2.10 sl3(R) に対して, 前述の Λ = {α1, α2} を考える. このとき,

(1) Λ の双対基底は次で与えられる:

H1 :=
1
3




2
−1

−1


 , H2 :=

1
3




1
1

−2


 , (2.6)

(2) Z = H1, H2 から第 1 種の階別 Lie 代数が得られる,

(3) Z = H1 + H2 から第 2 種の階別 Lie 代数が得られる.

例 2.11 so(1, n) に対して, Z = E12 + E21 から第 1 種の階別 Lie 代数が得られる. 各部

分空間はルート空間を用いて次のように表される:

g−1 = g−α, g0 = g0, g1 = gα. (2.7)

例 2.12 上の階別 Lie 代数を複素化することにより, so(n + 1,C) の第 1 種の階別 Lie 代

数 gC = (g−1)C ⊕ (g0)C ⊕ (g1)C が得られる.

例 2.13 so(2, n) (ただし n > 2) に対して,

(1) Z = H1 から第 1 種の階別 Lie 代数が得られる,

(2) Z = H2 から第 2 種の階別 Lie 代数が得られる,

(3) Z = H1 + H2 から第 3 種の階別 Lie 代数が得られる.

2.1.5 階別 Lie 代数の一般論

半単純階別 Lie 代数の分類のあらすじを述べる. 結果としては, 全ての半単純階別 Lie

代数は, 定理 2.9 の方法により, 同型を除いて全て得られる.

定理 2.14 全ての階別 Lie 代数 g =
⊕

k∈Z gk に対して, 特性元が一意に存在する.

証明は, 半単純 Lie 代数の Der(g) の性質から従う. 特性元を Z とすると, 次に Z ∈ p

となる (ような Cartan 分解 g = k⊕ p が存在する) ことが必要.

定理 2.15 (cf. [8]) 階別 Lie 代数 g =
⊕

k∈Z gk の特性元を Z とする. このとき, 次を

みたす Cartan 対合 θ が存在する: θ(Z) = −Z.

ちなみに θ(Z) = −Z は, 次と同値である: θ(gk) = g−k (∀k). この条件は grade-

reversing と呼ばれる. あとは, a の共役性や Λ の共役性を用いると, 分類が完成する (同

型の定義を述べていないが).



10 第 2章 階別 Lie 代数と放物型部分 Lie 代数

2.2 放物型部分 Lie 代数

2.2.1 放物型部分 Lie 代数の基礎

定義 2.16 部分 Lie 代数 q ⊂ g が 放物型 であるとは, 次が成り立つこと: 階別 Lie 代数

g =
⊕

k∈Z gk が存在して, q =
⊕

k≥0 gk となる.

よって前述の階別 Lie 代数の例から, 放物型部分 Lie 代数の例を容易に構成することが

できる.

命題 2.17 階別 Lie 代数 g =
⊕

k∈Z gk の特性元を Z ∈ a とする. このとき, 対応する放

物型部分 Lie 代数 q は次をみたす:

q = g0 ⊕
⊕

α(Z)≥0

gα. (2.8)

2.2.2 放物型部分 Lie 代数の性質

ここでは放物型部分 Lie 代数を, 階別 Lie 代数を用いて定義したが, これは通常とは書

き方が異なっている. 例えば [6] では “極小放物型部分 Lie 代数を含む” という方法で定

義している. 当然ながら, 定義はどの方法でも同値である.
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第 3章

対称空間の線型イソトロピー表現

3.1 s-表現

3.1.1 s-表現の定義

以下では g = k⊕ p を Cartan 分解とし, 対応する Lie 群の組を (G,K) で表す.

定義 3.1 次で定義される K の p への線型表現を s-表現 と呼ぶ:

ϕ : K → GL(p) : g 7→ Adg|p. (3.1)

3.1.2 s-表現の例

例 3.2 sln(R) = so(n)⊕ Sym0
n(R) から得られる s-表現は,

SO(n)y Sym0
n(R) ; g.X := gXg−1. (3.2)

例 3.3 sln(C) = su(n)⊕Herm0
n(C) から得られる s-表現は,

SU(n)y Herm0
n(C) ; g.X := gXg−1. (3.3)

3.1.3 s-表現の性質

一般に G/K の線型イソトロピー表現は, 各 g ∈ K に対して, 写像

g : G/K → G/K : [h] 7→ [gh] (3.4)

の原点 o = [e] での微分

(g∗)o : To(G/K) → To(G/K) (3.5)

で与えられる.
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定理 3.4 ここで述べた意味での線型イソトロピー表現と, 前述の s-表現は, 表現として同

値である.

また, ここでの s-表現は, 非コンパクト型対称空間だけを考えているが, コンパクト型対

称空間との双対によって s-表現は不変なので, 本質的にこれで十分である.

3.2 s-表現の軌道

それぞれの s-表現に対して, v ∈ p を通る軌道 K.v を決定したい.

3.2.1 制限ルートに関する準備

補題 3.5 任意の α ∈ ∆ に対して, 次が成り立つ: k ∩ gα = 0, p ∩ gα = 0.

定義 3.6 各 α ∈ ∆ に対して, 次を k および p の制限ルート空間 と呼ぶ:

kα := k ∩ (gα ⊕ g−α), pα := p ∩ (gα ⊕ g−α). (3.6)

例 3.7 sl3(R) に対して, α = ε1 − ε2 とおくと, 次が成り立つ:

kα = k ∩







∗
∗






 = span








−1
1






 ,

pα = p ∩







∗
∗






 = span








1
1






 .

(3.7)

補題 3.8 次が成り立つ:

(1) k0 := k ∩ g0 は部分 Lie 代数,

(2) 任意の α ∈ ∆ に対して, kα = k−α, pα = p−α.

補題 3.9 任意の α ∈ ∆ に対して, 次が成り立つ: kα ⊕ pα = gα ⊕ g−α.

命題 3.10 制限ルート空間に関して, 次が成り立つ:

(1) dim kα = dim pα = dim gα (∀α ∈ ∆),

(2) 次が成り立つ (これらを k および p の 制限ルート空間分解 と呼ぶ):

k = k0 ⊕ (
⊕

α>0 kα), p = a⊕ (
⊕

α>0 pα). (3.8)
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3.2.2 s-表現の軌道の局所型

ここでは, 固定部分群 Kv の Lie 代数 kv を調べる.

命題 3.11 各 v ∈ p に対して, 次が成り立つ:

kv = {X ∈ k | [X, v] = 0}. (3.9)

系 3.12 各 Z ∈ a に対して, 次が成り立つ:

kZ = k0 ⊕
⊕

α(Z)=0

kα. (3.10)

例 3.13 sl3(R) = so(3)⊕ Sym0
3(R) から得られる s-表現に対して, 次が成り立つ:

(1) Z = H1 のとき, so(3)Z = so(2) (= so(1)⊕ so(2)),

(2) Z = H2 のとき, so(3)Z = so(2) (= so(2)⊕ so(1)),

(3) Z = H1 + H2 のとき, so(3)Z = 0.

例 3.14 so(1, n) = so(n) ⊕ p から得られる s-表現を考え, k = so(n) とおく. このとき,

0 6= Z ∈ a ならば, 次が成り立つ: kZ = k0 = so(n− 1).

例 3.15 so(2, n) = so(2)⊕ so(n)⊕ p から得られる s-表現を考え, k = so(2)⊕ so(n) と

おく. このとき, 次が成り立つ:

(1) Z = H1 のとき, kZ = k0 ⊕ kα2 = so(n− 1),

(2) Z = H2 のとき, kZ = k0 ⊕ kα1 = so(n− 2)⊕ so(2),

(3) Z = H1 + H2 のとき, kZ = k0 = so(n− 2).

3.2.3 s-表現の軌道の性質

定理 3.16 s-表現の全ての軌道は, 次の部分集合と交わる:

{c1H
1 + · · ·+ crH

r ∈ a | c1, . . . , cr ≥ 0}. (3.11)

系 3.17 s-表現に対して, 登場し得る kZ の共役類は, 高々 2r 個である.
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第 4章

R-space

4.1 放物型部分 Lie 代数と R-space

4.1.1 R-space の定義

定義 4.1 q を g の放物型部分 Lie 代数とする. また, G を g を Lie 代数に持つ Lie 群で

中心が自明なものとし, Q := NG(q) とおく. このとき, 等質多様体 G/Q を R-space と

呼ぶ.

4.1.2 R-space の例 (1)

1 ≤ k1 < · · · < ks < n とし, 型が (k1, . . . , ks) の旗多様体を Fk1,...,ks(Rn) で表す. 複

素の場合には Fk1,...,ks
(Cn) と表す.

例 4.2 sl3(R) の 3 つの放物型部分 Lie 代数から得られる R-space は, それぞれ次と同型

である: G1(R3), G2(R3), F1,2(R3).

例 4.3 sl3(C) の 3 つの放物型部分 Lie 代数から得られる R-space は, それぞれ次と同型

である: G1(C3), G2(C3), F1,2(C3).

例 4.4 全ての型の旗多様体 Fk1,k2,...,ks(Rn) は R-space である.



4.2 s-表現と R-space 15

4.2 s-表現と R-space

4.2.1 s-表現と R-space の関係

定理 4.5 全ての R-space は, s-表現の軌道として実現できる. よって特にコンパクトであ

る. 逆に, s-表現の軌道は全て R-spece である.

4.2.2 R-space の例 (2)

例 4.6 sl3(R) から得られる 3 つの R-space は, 次の表現の軌道として得られる:

SO(3)y Sym0
3(R) := {X ∈ sl3(R) | tX = X}, g.X := gXg−1. (4.1)

例 4.7 sl3(C) から得られる 3 つの R-space は, 次の表現の軌道として得られる:

SU(3)y Herm0
3(C) := {X ∈ sl3(C) | tX = X}, g.X := gXg−1. (4.2)

例 4.8 so(1, n) から得られる R-space は本質的に一つであり, それは球面 Sn−1 である.

例 4.9 so(1, n) = g−1 ⊕ g0 ⊕ g1 を複素化して得られる so(n + 1,C) の階別 Lie 代数を

考える. これから定まる R-space は, SO(n + 1)/(SO(2)× SO(n− 1)) = G2(Rn+1)∼(=

Qn−1(C)) である.

4.3 対称 R-space

定理 4.10 第 1 種の階別 Lie 代数 g = g−1 ⊕ g0 ⊕ g1 から得られる R-space は対称空間

である (これを 対称 R-space と呼ぶ).

第 1 種の階別 Lie 代数は, 最高ルートの係数が 1 になる個所を見れば分かることを既

に述べた.

例 4.11 sl3(R) の前述の 2 つの第 1 種階別 Lie 代数から得られる対称 R-space は, それ

ぞれ G1(R3) と G2(R3) である.

4.4 Kähler C-空間

定理 4.12 複素の階別 Lie代数 gC =
⊕

k∈Z(g
C)k から得られる R-spaceは等質な Kähler

構造を許容する (これを Kähler C-space と呼ぶ).
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例 4.13 sl3(C) の前述の 2 つの第 1 種階別 Lie 代数から得られる対称 R-space は, それ

ぞれ G1(C3) と G2(C3) である. これらは Hermite 対称空間になる. ちなみに F1,2(C3)

も等質 Kähler 多様体になる.

定理 4.14 以下は互いに同値である:

(1) M は Kähler C-space である,

(2) M はコンパクト半単純 Lie 群の随伴軌道である,

(3) M = G/C(S) と書ける, ただし G はコンパクト半単純 Lie 群, S は G 内のトー

ラス部分群, C(S) は S の中心化群.

(4) M はコンパクト単連結等質 Kähler 多様体である.
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第 5章

球面内の等質超曲面

全ての R-space は球面内の等質部分多様体となる. この章では球面内の等質超曲面に

関する話題を紹介する.

5.1 余等質性

5.1.1 余等質性の定義

定義 5.1 Lie 群 H がリーマン多様体 M に等長的に作用しているとする. このとき, 最

大次元の軌道の余次元を, この作用の 余等質性 *1 と呼ぶ.

5.1.2 余等質性の例

例 5.2 H の M への作用が推移的ならば, 余等質性は 0.

例 5.3 SO(n) の Rn への標準的な作用の余等質性は 1.

例 5.4 SO(3) の Sym0
3(R) への s-表現の余等質性は 2.

例 5.5 SU(3) の Herm0
3(C) への s-表現の余等質性は 2.

5.2 s-表現の余等質性

定義 5.6 Z ∈ a が 非特異元 *2 であるとは, 次が成り立つこと: ∀α ∈ ∆, α(Z) 6= 0.

*1 cohomogeneity
*2 regular element
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例 5.7 Z := H1 + · · ·+ Hr は非特異元である.

命題 5.8 Z ∈ a とする. このとき, s-表現に関して, 次が成り立つ: Z を通る軌道 K.Z が

最大次元の軌道であるための必要十分条件は, Z が非特異元であること.

定理 5.9 Cartan 分解 g = k ⊕ p から得られる s-表現の余等質性は, dim a (すなわち, g

の実階数) と一致する.

5.3 球面内の等質超曲面

5.3.1 球面内の等質部分多様体

命題 5.10 K の p への s-表現は, 内積 Bθ|p×p を保つ.

例 5.11 SO(n) の Sym0
n(R) への s-表現は, 内積 Bθ|p×p(X, Y ) = 2ntr(XtY ) を保つ.

系 5.12 Z ∈ p が Bθ(Z, Z) = 1 をみたすとする. このとき, 次が成り立つ:

K.Z ⊂ {X ∈ p | Bθ(X, X) = 1} ∼= Sn−1. (5.1)

5.3.2 球面内の等質超曲面

定理 5.13 dim a = 2 とし, Z ∈ a が Bθ(Z, Z) = 1 をみたす非特異元であるとする. こ

のとき, 軌道 K.Z は p の単位球面 Sn−1 内の等質超曲面である.

逆に, 球面内の全ての等質超曲面は, この方法で全て得られることが知られている.

例 5.14 g = so(1, p)⊕ so(1, q) から次の等質超曲面が得られる:

Sp−1 × Sq−1 ⊂ Sp+q−1(⊂ p). (5.2)

例 5.15 sl3(R) から次の等質超曲面が得られる:

F1,2(R3) ⊂ S4 ⊂ Sym0
3(R) ∼= R5. (5.3)

例 5.16 sl3(C) から次の等質超曲面が得られる:

F1,2(C3) ⊂ S7 ⊂ Herm0
3(C) ∼= R8. (5.4)

ちなみに, 実階数 2 の Lie 代数は分類されている. その制限ルート系は, A1 + A1, A2,

B2(= C2), BC2, G2 のいずれかである.
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第 6章

Hermite 対称空間の実形

6.1 実形

6.1.1 実形の定義

定義 6.1 M を Hermite多様体とする. 部分多様体 N ⊂ M がM の実形 (real form)で

あるとは, 次が成り立つこと: M の反正則対合的等長変換 σ が存在して, N = Fix(σ;M)

となる.

6.1.2 実形の例

例 6.2 Rn ⊂ Cn は実形である.

例 6.3 RPn ⊂ CPn は実形である.

6.2 Kähler C-space の実形

定理 6.4 階別 Lie 代数 g =
⊕

k∈Z gk から得られる R-space を G/Q, その複素化

gC =
⊕

k∈Z(g
k)C から得られる Kähler C-space を GC/QC とする. このとき, G/Q は

GC/QC の実形である.

ここでは GC/QC には標準的な Hermite 構造を入れたものを考えている. 一般に

Kähler C-space 上の Hermite 構造は一意ではないが, 他の場合については (田丸が分か

らないため) ここでは深入りしない.

例 6.5 Fk1,...,ks
(Rn) ⊂ Fk1,...,ks

(Cn) は実形.
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6.3 Hermite 対称空間の実形

定理 6.4 から直ちに次が分かる:

命題 6.6 全ての対称 R-space は, ある Hermite 対称空間の実形である.

定理 6.7 Hermite 対称空間の全ての実形は, 定理 6.4 の方法で得られる. よって特に,

Hermite 対称空間の実形は対称 R-space である.

与えられた Hermite 対称空間 M の実形は, 次の手順により分類できる:

(1) M を与える第 1 種の複素階別 Lie 代数 g = g−1 ⊕ g0 ⊕ g1 を取る.

(2) g の実形 ` を全て書きだす.

(3) 第 1 種階別 Lie 代数 ` = `−1 ⊕ `0 ⊕ `1 を全て書きだす.

(4) (3) の中で, 複素化が (1) と一致しているものを決定する. これに対応する対称

R-space は実形である.

例 6.8 M = G2(Rn+2)∼(= Qn(C)) の実形は, 以下のいずれかである:

Sn, Sn−1 × S1/Z2, Sn−2 × S2/Z2, Sn−3 × S3/Z2, . . . (6.1)
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