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0 要約

本稿では, 対称空間への cohomogeneity one action に関する話題を取り扱う. 特に,
非コンパクト型既約対称空間への cohomogeneity one action に関する筆者と Jürgen
Berndt 氏（University College Cork, Ireland）の共同研究 ([5], [6], [7]) の結果につい
て解説し, 今後の問題および応用について述べることを目標とする. 我々の共同研究の
内容に関しては [33], [34], [35] も参考になるかと思う.

1 導入

リーマン多様体への等長的作用が cohomogeneity one action であるとは, その非
特異軌道の余次元が 1となることである. ここで,非特異軌道とは次元が最大の軌道のこ
とであり, そうでない軌道を特異軌道と呼ぶ. 我々は, 対称空間への cohomogeneity one
actionを分類することを目標としている. 分類は,次の同値関係の元で行う: リーマン多様
体M に H および H ′ が等長的に作用しているとき,これらの作用が orbit equivalent

であるとは, 全ての H-軌道を H ′-軌道に移す等長変換が存在すること. ここで定義した
orbit equivalent という同値関係は, 作用している群が共役であるという同値関係より
弱い. 例えば, R2n ∼= Cn への SO(2n) および U(n) の作用 (明らかに cohomogeneity
one action である) は orbit equivalent だが, 作用している群は次元すら異なる.
我々が目標としている cohomogeneity one action の分類は, 等質超曲面の分類と同
値である. ここで, 等質とは等長変換群の部分群の軌道となっていることを意味する (正
確には extrinsically homogeneous と呼ばれる). 一般に cohomogeneity one action が
与えられたときその非特異軌道は等質超曲面であり, 逆に等質超曲面が与えられたとき,
等長変換群の中での normalizer を取ればその作用は cohomogeneity one である. さら
に, cohomogeneity one action は一つの軌道だけから (orbit equivalent を除いて) 決ま
ることが知られている.
ユークリッド空間 Rn への cohomogeneity one action は E. Cartan ([11]) によって
分類された. 実は Cartanは Rn の主曲率一定超曲面を分類しており, 結果としてそれら
は全て等質であるので, cohomogeneity one action の分類が得られたことになる (等質
超曲面は主曲率一定である). また同様の方法で実双曲空間 RHn への cohomogeneity
one action の分類も得られている. しかしながら, この方針で一般の対称空間への
cohomogeneity one action を分類することは絶望的である. 等質超曲面の分類よりも主
曲率一定超曲面の分類の方が遥かに難易度が高く, 実際, 球面の主曲率一定超曲面の分
類も未だ得られていない.
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球面 Sn への cohomogeneity one action は, Hsiang-Lawson ([18]) によって分類され
た. Sn への cohomogeneity one action を分類する為には, コンパクトリー群の Rn+1

への表現で cohomogeneity two のものを分類すれば良く, 実はそのような表現は, 階数
2, 次元 n + 1 の対称空間のイソトロピー表現と orbit equivalent になる. 一般のコンパ
クト型既約対称空間への cohomogeneity one action は, Kollross ([22]) によって分類さ
れている. 彼の分類の方針を非常に大雑把に述べると, 等長変換群がコンパクト半単純
リー群であり, その極大部分群の分類が知られている, ということを最大限に利用する
ものである. コンパクトリー群の極大連結部分群は有限個であるので, ある程度判定条
件で絞っておいて, 最終的には case by case に調べることが可能である. またこのこと
から容易に分かるように, コンパクト対称空間への cohomogeneity one action は有限
個である.
我々の目標は, 非コンパクト型対称空間への cohomogeneity one action の分類であ
る. 非コンパクトの場合はコンパクトの場合と様相が全く異なり, 同様の方針で証明す
ることはやはり絶望的である. 非コンパクト型対称空間の等長変換群は非コンパクト
リー群であり, そこには互いに共役でない非可算無限個の極大連結部分群が存在する.
実際, 後で述べるように, 非コンパクト型対称空間は (少数の例外を除いて) 非可算無限
個の cohomogeneity one action を持つ.

2 例

この節では対称空間への cohomogeneity one action の例をいくつか紹介する. 例は,
等長変換群の良い部分群を取ってくることによって構成される.
ユークリッド空間 Rn の場合, その等長変換群の連結成分は G := SO(n) ·Rn である.
容易に分かるように, Rn−1 の作用は cohomogeneity one であり, この場合には全ての
軌道は非特異になる. また, 部分群 SO(k) · Rn−k (当然 SO(k) と Rn−k は compatible
な位置にあるとする) の作用も cohomogeneity one であり, その特異軌道は Rn−k, 非特
異軌道はシリンダー Sk−1 × Rn−k である. 多少恣意的にまとめると, 次のようになる:

(i) Rn の余次元 1 の部分群の作用を取ると, 全ての軌道が非特異な cohomogeneity
one action が出来る.

(ii) Rn の適当な部分群と適当なコンパクト群を組み合わせて, 特異軌道を持つ co-
homogeneity one action が出来る.

これらの例は非常に単純であるが, 非コンパクト型対称空間への cohomogeneity one
action の構成の本質を表している.
非コンパクト型対称空間 M の等長変換群の連結成分の岩沢分解を G = KAN で表

す. 先のユークリッド空間の等長変換群の SO(n) の部分と K を, Rn の部分と AN を,
それぞれ対応させて考える. すなわち, 例を構成する為に,

(i) AN の余次元 1 の部分群の作用を考える,
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(ii) AN の適当な部分群と適当な K の部分群を組み合わせた群の作用を考える.

因みに AN は M に単推移的に作用するので, (i) のような部分群を取ってくるとその
作用は常に cohomogeneity one である. (ii) の場合には, cohomogeneity one になる為
にはさらに条件が必要である.
簡単の為, rank(M) = 1 の場合を考える (以下のような例は階数に依らずに構成でき

る). この場合, 等長変換群の連結成分の岩沢分解を G = KAN で表すと, AN のリー

環は s = a + gα + g2α と書ける (実双曲空間の場合は g2α = 0 である).
まず (i) に対応する cohomogeneity one action の構成を紹介する (詳細は [3] を参
照). 単位ベクトル A0 ∈ a, U ∈ gα に対し, ξ := (cos θ)U + (sin θ)A0 とすると, sªRξ

は s のリー部分環となる. 対応する AN の連結部分群の作用を考えることによって,
cohomogeneity one action が構成出来た. ここで, θ = π/2 の場合は N の作用に他な

らず, この場合の軌道は horosphere である. 一方 θ = 0 の場合の原点を通る軌道は
ruled な超曲面になっている (因みに実双曲空間 RHn で θ = 0 に対応する等質超曲
面は, 全測地的 RHn−1 である). また, θ を動かすことにより, これらの等質超曲面の
間の等質性を保った変形が得られたことになる. 実は, θ ∈ [0, π/2) の場合に得られた
cohomogeneity one action は全て orbit equivalent である (この範囲での変形は, 等質
超曲面の法測地線に沿った平行移動に他ならない).
次に (ii) に対応する cohomogeneity one action の構成を紹介する (詳細は [4] を参

照). ここでは複素双曲空間 CHn の場合を考える. この場合, n は Heisenberg リー環
である. gα

∼= Cn−1 の複素正規直交基底 {e1, . . . , en−1} を取り, 例えば,

v⊥0 := spanR{e1, (cos θ)ie1 + (sin θ)e2}
という部分空間を考える. すると K = U(n) の中での v⊥0 の normalizer K ′ は, v⊥0 の

単位球に推移的に作用する. 容易に分かるように k′ + a + v0 + g2α は部分リー環であ

り, 対応する AN の連結部分群の作用は cohomogeneity one になる (K ′ の v⊥0 への作

用が slice 表現に他ならない). θ = 0 の場合, 特異軌道は全測地的 CHn−1 であり, 非特
異軌道はその周りの tube になる. それ以外の場合, 特異軌道は全測地的でない等質極
小部分多様体となる.

3 分類

一般にリーマン多様体 M への cohomogeneity one action が与えられたとき, [27] に
より, その orbit space は次のいずれかに位相同型になることが知られている: S1, R,
[0, 1], [0,+∞). 以降, M を非コンパクト型既約対称空間とする. この場合に, 上記の
orbit space のうちどれが起こり得るかを調べることによって, 次の定理が示される:

定理 3.1 ([4]) 非コンパクト型対称空間への cohomogeneity one action の orbit space
は, R または [0,∞) に位相同型. 前者の場合, 与えられた cohomogeneity one action は
特異軌道を持たない (全ての軌道が非特異, すなわち超曲面になる). 後者の場合, 特異
軌道を一つだけ持つ.
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さらに, リーマン多様体への cohomogeneity one action の特異軌道は極小部分多様
体である. 我々の目標は非コンパクト型対称空間への cohomogeneity one action の分
類である. その為に, 上記の定理を鑑みて, 次のような場合分けをする:

(1) 全ての軌道が非特異になる場合,

(2) 全測地的な特異軌道を持つ場合,

(3) rank(M) = 1 で, 全測地的でない極小な特異軌道を持つ場合,

(4) rank(M) > 1 で, 全測地的でない極小な特異軌道を持つ場合.

分類の為の戦略は,「それぞれの場合の幾何的な条件から, 作用する群に制約を加える」
というものである. これによって, (1), (2) の場合には完全な分類を得た. また (3) の場
合にも進展が得られた. (4) の場合は, 非可算無限個の例を構成することが出来ている
が, 分類にはまだ遠い.
以下, それぞれの場合に個別に議論していくが, 多くの場合で次の定理が重要な役割

を果たす:

定理 3.2 (Cartan’s fixed point theorem) 完備単連結で非正断面曲率を持つリーマ

ン多様体へのコンパクト群の等長的作用は, 固定点を持つ.

負の断面曲率を持つ等質空間は可解多様体であることが, Heintze ([17]) により示さ
れている. 負の断面曲率を持つ等質空間を M , その等長変換群を G とすると, Levi 分
解や岩沢分解を通して G はコンパクト群 K と可解群 S の半直積として表せる. ここ
で K の M への作用の固定点を p とすると, 等質性の仮定より M = S · p, すなわち
M は可解多様体である. 我々の cohomogeneity one action の分類に於いても, これと
同様の議論を行う.

3.1 全ての軌道が非特異になる場合

M を非コンパクト型対称空間, H が M に cohomogeneity one action として作用
し, 特異軌道を持たないものとする (この場合 H の軌道の全体は M 上の foliation を
成す). このとき, H の形に制約がかかるのだが, Cartan’s fixed point theorem を用い
た議論により, 「ある軌道に推移的に作用する H の可解部分群 S が存在する」. する
と S の M への作用は余次元 1 の軌道を持つので cohomogeneity one になる. ところ
が, cohomogeneity one action は一つの軌道で決定されるので, H の作用と S の作用

は orbit equivalent である. すなわち, 「H は可解群として良い」. さらに, H の次元

やM の等長変換群の極大可解部分群の分類を駆使することにより, 次が得られる:

定理 3.3 ([5]) M を非コンパクト型対称空間, その等長変換群の連結成分 G の岩沢分

解を G = KAN で表す. H の M への cohomogeneity one action が特異軌道を持たな
い時, H は AN の余次元 1 の部分群と orbit equivalent である.

4



よって, この場合の分類を得る為には,「AN の余次元 1の部分群の分類」および「そ
れらの作用のうち, どれとどれが orbit equivalent であるかの判定」をすれば良い（因
みに後者は case by case の議論を行わなくてはいけない部分もあり, 非常に複雑であ
る）. 分類は次で与えられる:

定理 3.4 ([5]) 非コンパクト型対称空間 M への特異軌道を持たない cohomogeneity
one action の orbit equivalent class の全体は,

(RP r−1 ∪ {1, . . . , r})/Aut(DD)

と 1:1 に対応する. ここで r := rank(M), また Aut(DD) は M の制限ルート系の

Dynkin diagram の自己同型群.

特に r = 1 のとき, すなわち M = RHn,CHn,HHn,OH2 の場合, 特異軌道を持
たない cohomogeneity one action は 2 つだけである. ちなみに RHn の場合には, 一
方は horosphere による foliation, 他方の軌道は全測地的 RHn−1 とその equidistant
hypersurface である.

3.2 全測地的な特異軌道を持つ場合

この場合に, 作用する群にかかる制約は非常に強い. 対称空間の全測地的部分多様体
は対称空間であり, 作用する群は（適当に orbit equivalent なものを取れば）対称空間
の等長変換群になる. このことから, 対称空間の双対性を用いて, コンパクト型対称空
間の場合に議論を帰着させることが出来る.

定理 3.5 ([6]) M を非コンパクト型対称空間, M∗ をその単連結なコンパクト双対と

する. このとき, M への cohomogeneity one action の全測地的特異軌道の全体と, M∗

への cohomogeneity one action の全測地的特異軌道の全体は, 対称空間の双対によっ
て 1:1 に対応する.

コンパクト型対称空間への cohomogeneity one action の分類は知られているので, そ
の中で全測地的軌道を持つものを決定すれば良いことになる. 勿論その判定は容易では
なく, Leung によるコンパクト型対称空間の reflective 部分多様体の分類 ([23], [24]) な
どを用いて, 最終的に残されたものについては case by case に判定して行われる. 分類
定理は以下の通り:

定理 3.6 ([6]) 非コンパクト型既約対称空間 M の全測地的部分多様体 F で, cohomo-
geneity one action の特異軌道となるものは, 次で分類される:

(1) F は M の reflective submanifold で rank(F⊥) = 1 をみたすもの,

(2) G2
2/SO(4) ⊂ G∗3(R7) = SOo(3, 4)/SO(3)SO(4),

(3) GC2 /G2 ⊂ SO(7,C)/SO(7),
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(4) CH2 ⊂ G2
2/SO(4),

(5) SL(3,R)/SO(3) ⊂ G2
2/SO(4),

(6) SL(3,C)/SU(3) ⊂ GC2 /G2.

コンパクト型対称空間への cohomogeneity one action が有限個であるので, 非コン
パクト型対称空間への全測地的特異軌道を持つ cohomogeneity one action は有限個で
ある.

3.3 rank(M) = 1 で全測地的でない極小な特異軌道を持つ場合

非コンパクト型対称空間 M への H の作用が cohomogeneity one であり, 全測地的
でない特異軌道を持つとする. このとき, 全ての軌道が非特異である場合と同様の議論
によって, 特異軌道に推移的に作用する H の可解部分群 S が存在することが分かる.
さらに群 H の形に制約を加える為, ここでは rank(M) = 1 の場合を考える. 階数で議
論を分ける理由は, 次の定理にある:

定理 3.7 ([1]) 階数 1 の非コンパクト型対称空間 M への等長的作用は, 次のいずれか
を満たす: (i) 全測地的軌道を持つ, または, (ii) 境界 M(∞) 上に固定点を持つ.

ここで M の境界 M(∞) とは, M の漸近測地線の適当な同値類の全体である (M の

等長変換群は M(∞) に自然に作用する). 境界上のある点での固定部分群は K0AN と

共役であることが知られている. ここで, G = KAN は M の等長変換群の連結成分の

岩沢分解, K0 は K の中での A の centralizer である.
H の M への作用が cohomogeneity one で, 全測地的でない特異軌道を持つと仮定
する. このとき, H の作用は全測地的軌道を持たないことが分かり, 上の定理より境界
上に固定点を持つ, すなわち H ⊂ K0AN として良い. さらに, K0AN の部分群で M

への作用が cohomogeneity one である為の条件を調べることにより, 次を得る:

定理 3.8 ([7]) M を階数 1 の非コンパクト型対称空間, 等長変換群のリー環の岩沢分
解を g = k + a + n とし, n = gα + g2α を a に関するルート空間分解とする. gα の部分

空間 v0 が次の条件

(∗) K0 の部分群 K ′ が v⊥0 := gα ª v0 の単位球に推移的に作用する

を満たすとき, h(v⊥0 ) := k′ + a + v0 + g2α に対応する連結リー群の M への作用は

cohomogeneity one action である. 逆に, M への cohomogeneity one action で全測地
的でない特異軌道を持つものは, 全てこの方法で得られる. また, この方法で得られた
h(v⊥0 ) と h(v⊥1 ) に対応する cohomogeneity one action が orbit equivalent である為の
必要十分条件は, v⊥0 と v⊥1 が K0 の作用で共役となること.
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すなわち, M = RHn,CHn,HHn,OH2 への cohomogeneity one action で全測地的
特異軌道を持たないものを分類する為には, 次の表現に関して, 条件 (∗) を満たす部分
空間を分類すれば良い:

K0 =





SO(n− 1)
U(n− 1)
Sp(1)Sp(n− 1)
Spin(7)





, v⊥0 =





Rn−1

Cn−1

Hn−1

R8





.

ここで Spin(7) は R8 にスピン表現で作用している.
Rn−1 の場合, このような部分空間 (の K0 による共役類の全体) の決定は容易であ

る. 任意の次元の部分空間は条件 (∗) を満たし, また同じ次元の部分空間は SO(n− 1)
の作用で共役である. さらに, 対応する cohomogeneity one action を考えると, それら
の作用の特異軌道は全測地的である. すなわち, RHn への cohomogeneity one action
の特異軌道は全測地的である (これは Cartan による RHn の等質超曲面の分類の別証

明を与えている).
Cn−1 の場合, このような部分空間の全体とKähler angle が一定の部分空間が 1:1 に

対応する. Kähler angle は [0, π/2] の任意の値を取る為, 特異軌道を持つ CHn への

cohomogeneity one action は非加算無限個存在する (ただし n ≥ 3 のとき).

3.4 rank(M) > 1 で全測地的でない極小な特異軌道を持つ場合

階数 1 の場合の分類のポイントは, 作用する群は K0AN の部分群である, というこ
とであった. 階数が高い場合にも, K0AN の部分群を考えることによって, 全測地的で
ない特異軌道を持つ cohomogeneity one action を構成できる. しかし実は, 一般の階数
の場合には, 定理 3.8 は成立しない. 反例が構成出来る ([8]).

4 応用と今後の問題

4.1 超曲面の主曲率

超曲面が与えられたとき, その主曲率を計算せよ, というのは基本的な問題であると
思われる. 球面の等質超曲面の主曲率は高木-高橋 ([32]) によって計算されており, 例え
ば主曲率の個数は 1, 2, 3, 4, 6 のいずれかである, などという性質が知られている. 一般
の対称空間の等質超曲面の主曲率の個数や重複度にはどのような制約があるだろうか.
我々は, 非コンパクト型対称空間への特異軌道を持たない cohomogeneity one action
に対し, その軌道として現れる超曲面の主曲率を完全に決定した ([5]). その具体的な記
述はここでは省略するが, 計算結果より次が示される (cf, [31]):

命題 4.1 ([5]) 非コンパクト型対称空間 M に対し, (i) rank(M) ≥ 2 のとき, M には

全ての leaf が極小な余次元 1 の foliation が存在する, (ii) rank(M) ≥ 3 のとき, 主曲
率も重複度も一致するが共役でない等質超曲面が存在する.
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例えば, 球面の等質超曲面は主曲率と重複度が一致すれば共役であった. この定理か
ら, 階数の高い非コンパクト型対称空間では, 主曲率と重複度だけでは超曲面は区別でき
ないことを意味する. 定理 3.4 の証明に於いて, orbit equivalence の判定が困難であっ
た理由はここにある. 与えられた等質超曲面が共役で無いことを示す為には, 主曲率な
どの幾何的不変量だけでは不十分なのである (実際, 証明ではリー環の代数的不変量を
用いている).

4.2 非コンパクト等質 Einstein 多様体

現在までに知られている非コンパクト等質 Einstein 多様体は, 全て可解多様体 (可解
群が等長的かつ推移的に作用する多様体) である. 最近の Heber ([16]) の論文に於いて
Einstein 可解多様体は深く研究されており, 特に Einstein 可解多様体の moduli 空間
の次元は十分に大きいことが示された. 非コンパクト型対称空間は Einstein 可解多様
体の典型例である. また, 最近筆者は [36] に於いて, 非コンパクト型対称空間の等質部
分多様体で Einstein になるものを数多く構成した. 因みに CHn は Einstein 超曲面を
持たないことが知られているが, 階数が 2 以上の非コンパクト型対称空間は Einstein
等質超曲面を持つことが分かる (この事実が明記されている論文を知らないが, Wolter
([37]), Heber ([16]) および我々の結果 ([5]) を組み合わせると容易に導かれる). 非コン
パクト型対称空間の等質超曲面で Einstein となるものはどのくらい存在するだろうか.
もし特異軌道を持つ cohomogeneity one action の非特異軌道で Einstein になるものが
存在すれば, Alekseevskii 予想 (非コンパクト等質 Einstein 多様体は可解多様体である,
という予想) の反例を与える可能性がある.

4.3 Cohomogeneity one 多様体

リーマン多様体 (M, g) が cohomogeneity one 多様体 であるとは, 等長変換群の
M への作用が cohomogeneity one であることを言う. このような cohomogeneity one
多様体の研究は最近活発であり, Einstein 多様体 ([2]), 例外ホロノミー群を持つ多様体
([10], [26]), 正の断面曲率を持つ多様体 ([15]) など, 興味深いリーマン多様体の例を供
給している.
何らかの幾何構造を持つ多様体を構成するとき, まず等質空間を考えるのは自然であ

る. 例えばコンパクト型対称空間に対し, 等長変換群より小さい群が推移的に働いてい
るとする (cohomogeneity zero action である). この場合, 対称空間としての計量では
ない等質リーマン計量が存在する可能性がある. そのような計量は実際に存在し, 等質
Einstein多様体の例を供給する ([38], [21]). このような研究は,対称空間への等長的かつ
推移的な作用の分類が知られているからこそ可能であった. 対称空間に cohomogeneity
one 計量を入れたリーマン多様体も, 何らかの良い幾何的性質を持つリーマン多様体の
例を供給する可能性がある.
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4.4 その他

等質極小部分多様体の研究は, cohomogeneity one action の特異軌道が等質極小部分
多様体であることから, 我々の研究と密接に関係する. Rn および RHn の場合には等

質かつ極小ならば全測地的になるが, 一般にはそうではない. CHn の等質極小部分多

様体に関する研究は [1] により大きく進展している.
主曲率一定超曲面の研究も, cohomogeneity one action の非特異軌道は主曲率一定で
あるので, 我々の研究と関係する. Rn および RHn の場合には主曲率一定超曲面は等

質であるが, 球面の場合には非等質な主曲率一定超曲面が存在する ([28], [14]). 一般の
対称空間ではどうだろうか.
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