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第 1章

線型リー群

この章では, 線型リー群の基本的な事項を紹介する. 具体的な内容は,

• 線型リー群の定義 (1.1 節),

• 線型リー群の例 (1.2 節, 1.3 節, 1.4 節),

• 線型リー群の同型と局所同型 (1.5 節)

である. この章の内容をもう少し詳しく述べておく. 1.1 節において, 一般線型群 GLn(R)

の閉部分群を線型リー群と定義する. 1.2 節では, 実行列を使って表される典型的な例 (特

殊線型群 SLn(R), 直交群 O(n), 特殊直交群 SO(n) など) を紹介する. 1.3 節では, 複素

行列を使って表される典型的な例 (複素特殊線型群 SLn(C), ユニタリ群 U(n), 特殊ユニ

タリ群 SU(n) など) を紹介する. また 1.4 節では, 線型リー群の直積や, GLn(R) 内の閉

でない部分群の例を紹介する. 最後に, 1.5 節では, 線型リー群の同型と局所同型の概念を

定義し, 直交群 O(n) と特殊直交群 SO(n) は局所同型であるが同型ではないことを示す.

この章を読むための予備知識は, 簡単な線型代数, 群論, 位相空間論である. 線型リー群

は一般線型群 GLn(R) の閉部分群として定義されるので, 部分群および閉集合について

は, 定義や基本的な性質を既知として話を進める. しかしながら, 本章では一般のリー群で

はなく線型リー群に話を限定しているので, 多様体等の予備知識は仮定しない.

1.1 線型リー群の定義

この節では, 線型リー群の定義を説明する. 線型リー群は, 一般線型群 GLn(R) の閉部

分群として定義される.

まずは一般線型群 GLn(R) の定義を復習する. 本稿を通して, Mn(R) は n× n 実行列

の全体を表すものとする. 行列 g の行列式を det(g) で表す.
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2 第 1章 線型リー群

定義 1.1.1 GLn(R) := {g ∈ Mn(R) | det(g) 6= 0} を 一般線型群*1 と呼ぶ.

一般線型群 GLn(R) は, 群と位相空間の構造を自然に持つことに注意する. 群の積は行

列の積で定め, 位相は Mn(R) (= Rn2
) の自然な位相からの相対位相を考える.

定義 1.1.2 一般線型群 GLn(R) の部分集合 G が 線型リー群*2 (正確に言うと, GLn(R)

内の線型リー群) であるとは, 次が成り立つこと:

(i) G は GLn(R) の部分群である,

(ii) G は GLn(R) の閉集合である.

線型リー群 Gも, 群と位相空間の構造を自然に持つことに注意する. 定義から, GLn(R)

および単位行列だけから成る部分集合 {In} は, GLn(R) 内の線型リー群である.

問題 1.1.3 GL+
1 (R) := {(a) ∈ GL1(R) | a > 0} が GL1(R) 内の線型リー群であること

を示せ. また, GL+
1 (R) と加法群 R は, 群としても位相空間としても同型であることを示

せ. (ヒント: 指数関数を用いて同型写像を与えることができる.)

1.2 線型リー群の例: 実行列の典型例

この節では, 実行列を使って表される典型的な線型リー群の例を紹介する. §1.2.1 では,

特殊線型群 SLn(R), 直交群 O(n), 特殊直交群 SO(n) が線型リー群であることを示す.

§1.2.2 では, 直交群 O(n) が Rn の内積を保つ変換の成す群であることを示す.

1.2.1 実行列を使った例

ここでは, 特殊線型群 SLn(R), 直交群 O(n), 特殊直交群 SO(n) が線型リー群であるこ

とを示す.

例 1.2.1 SLn(R) := {g ∈ GLn(R) | det(g) = 1} は GLn(R) 内の線型リー群である (こ

れを 特殊線型群*3 と呼ぶ).

証明. 部分群であることと閉集合であることを示せば良い. まずは部分群であることを

示す. 示すことは, 次の二つの条件である:

(i) ∀g, h ∈ SLn(R), gh ∈ SLn(R),

*1 general linear group
*2 linear Lie group
*3 special linear group
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(ii) ∀g ∈ SLn(R), g−1 ∈ SLn(R).

まずは (i) を示す. 任意に g, h ∈ SLn(R) をとる. このとき det(g) = det(h) = 1 である.

すると, 行列式の性質より,

det(gh) = det(g) det(h) = 1 · 1 = 1

が成り立つ. よって gh ∈ SLn(R) である. 次に (ii) を示す. 任意に g ∈ SLn(R) をとる.

このとき det(g) = 1 である. 先と同様に, 行列式の性質より,

1 = det(In) = det(g−1g) = det(g−1) det(g) = det(g−1)

が成り立つ. よって g−1 ∈ SLn(R) である. 以上より部分群であることが示された.

次に閉集合であることを示す. 写像 det : GLn(R) → R は連続であり, R ⊃ {1} は閉集
合である. 連続写像による閉集合の逆像は閉集合であるので, SLn(R) = det−1({1}) は閉
集合である. ¤

例 1.2.2 O(n) := {g ∈ GLn(R) | tgg = In} は GLn(R) 内の線型リー群である (これを

直交群*4 と呼ぶ). ここで, tg は g の転置行列を表す.

証明. 部分群であることと閉集合であることを示せば良い. 部分群であることは, 転

置行列の性質 (t(gh) = thtg) から容易に従う. 閉集合であることは, 写像 GLn(R) →
Mn(R) : X 7→ tXX が連続であることから従う. ¤

例 1.2.3 SO(n) := SLn(R) ∩O(n) は GLn(R) 内の線型リー群である (これを 特殊直交

群*5 と呼ぶ).

証明. 部分群であることと閉集合であることを示せば良い. これらは, 部分群と部分群

の共通部分が部分群であることと, 閉集合と閉集合の共通部分が閉集合であることから従

う. ¤

問題 1.2.4 次で定義される群 H3 が GL3(R) 内の線型リー群であることを示せ (これを

3 次元ハイゼンベルグ群*6 と呼ぶ):

H3 :=








1 x z
0 1 y
0 0 1


 | x, y, z ∈ R



 .

*4 orthogonal group
*5 special orthogonal group
*6 the 3-dimensional Heisenberg group
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1.2.2 直交群の性質

ここでは, 直交群 O(n) が Rn の自然な内積を保つ変換の成す群であることを示す. こ

こで, Rn 上の自然な内積は, Rn の元を縦ベクトルだと思うと,

〈v, w〉 := tvw (v, w ∈ Rn)

によって定義されていたことに注意する.

命題 1.2.5 O(n) = {g ∈ GLn(R) | 〈gv, gw〉 = 〈v, w〉 (∀v, w ∈ Rn)}.

証明. まずは (⊂) を示す. 任意に g ∈ O(n) をとる. すると, 任意の v, w ∈ Rn に対し

て, 次が成り立つ:

〈gv, gw〉 = t(gv)(gw) = tv(tgg)w = tvw = 〈v, w〉.

よって g は示すべき式の右辺に入る.

次に (⊃) を示す. 示すべき式の右辺から任意に g をとる. ここで tgg = (aij) と成分表

示する. 示したいことは tgg = In, すなわち akl = δkl (クロネッカーのデルタ) である.

任意の (k, l) をとる. Rn の標準基底を {e1, . . . , en} で表す. すると, g が内積を保つこと

から,

δkl = 〈ek, el〉 = 〈gek, gel〉 = tek(tgg)el = tek(aij)el = akl

が従う. よって g ∈ O(n) が示された. ¤

問題 1.2.6 行列 Ip,q を

Ip,q :=
[ −Ip 0

0 Iq

]

で定義する. このとき, O(p, q) := {g ∈ GLp+q(R) | tgIp,qg = Ip,q} が線型リー群である
ことを示せ (これを 不定値直交群*7 と呼ぶ). また O(p, q) は, 符号数 (p, q) の不定値内積

〈v, w〉p,q := tvIp,qw = −v1w1 − · · · − vpwp + vp+1wp+1 + · · · vnwn

を保つ変換の成す群であることを示せ.

*7 indefinite orthogonal group
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1.3 線型リー群の例: 複素行列の典型例

この節では, 複素行列を使って表される典型的な線型リー群の例を紹介する. §1.3.1 で

は, 複素一般線型群 GLn(C) の閉部分群が線型リー群となることを示す. これを用いる

と, 複素特殊線型群 SLn(C), ユニタリ群 U(n), 特殊ユニタリ群 SU(n) は線型リー群にな

ることが分かる. §1.3.2 では, ユニタリ群 U(n) が Cn の自然な内積を保つ変換の成す群

であることを示す.

1.3.1 複素行列を使った例

ここでは, 複素一般線型群 GLn(C) の閉部分群が線型リー群となることを示す. また,

これを用いて, 複素特殊線型群 SLn(C), ユニタリ群 U(n), 特殊ユニタリ群 SU(n) が線

型リー群になることを示す. 本稿を通じて, Mn(C) は n × n 複素行列全体を表すものと

する.

定義 1.3.1 GLn(C) := {g ∈ Mn(C) | det(g) 6= 0} を 複素一般線型群*8 と呼ぶ.

GLn(C) は群と位相空間の構造を自然に持つ. 群の積は行列の積で定め, 位相はMn(C)

(= Cn2
) の自然な位相からの相対位相を考える. GLn(C) を線型リー群と思うために, 次

の写像を考える:

f : Mn(C) → M2n(R) : A + iC 7→
[

A −C
C A

]
.

命題 1.3.2 GLn(C) は f を通して線型リー群と見なすことができる. すなわち,

(1) f の制限写像は, GLn(C) から f(GLn(C)) への群同型写像かつ同相写像である,

(2) f(GLn(C)) は GL2n(R) 内の線型リー群.

証明. まず (1) を示す. 写像

f ′ := f |GLn(C) : GLn(C) → f(GLn(C))

が群の同型写像かつ同相写像であることを示せば良い. 写像 f ′ が群の同型写像であるこ

とは容易に確かめられる. また, 写像 f は明らかに連続であるので, その制限 f ′ は連続で

ある. 逆写像 (f ′)−1 も, 連続写像

M2n(R) → Mn(C) :
[

A B
C D

]
7→ A + iC

*8 complex general linear group
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の制限と一致するので, 連続である. よって f ′ は同相写像である.

次に (2) を示す. f(GLn(C)) が GL2n(R) の部分群であることは明らかなので, 閉集合

であることを示す. そのために,

J :=
[ −In

In

]
∈ M2n(R)

とおく. すると, 次が成り立つ:

f(GLn(C)) = {g ∈ GL2n(R) | gJ = Jg}.

よって f(GLn(C)) は, 連続写像 GL2n(R) → M2n(R) : g 7→ gJ − Jg による一点集合の

逆像なので, 閉集合である. ¤

補題 1.3.3 G を GLn(C) 内の閉部分群とする. このとき, G は写像 f を通して線型リー

群と見なすことができる (すなわち, f(G) は GL2n(R) 内の線型リー群である).

証明. 像 f(G) が GL2n(R) 内の線型リー群であることを示せば良い. すなわち, f(G)

が部分群であり閉集合であることを示せば良い. 部分群であることは明らか. 閉集合で

あることを示す. 仮定より G は GLn(C) の閉集合である. 命題 1.3.2 (1) より, f は

GLn(C) から f(GLn(C)) への同相写像を与えるので, f(G) は f(GLn(C)) の閉集合で

ある. さらに, 命題 1.3.2 (2) より, f(GLn(C)) は GL2n(R) 内の閉集合である. 閉集合内

の閉集合は閉集合であるので, f(G) は GL2n(R) 内の閉集合である. ¤

補題 1.3.3 を用いて, 複素行列を使った線型リー群の例を構成することができる. 以下,

GLn(C) の閉部分群 G は, 正確には f による像が線型リー群であると言うべきであるが,

省略して単に線型リー群であると言うこととする.

例 1.3.4 SLn(C) := {g ∈ GLn(C) | det(g) = 1} は線型リー群である (これを 複素特殊

線型群*9 と呼ぶ).

証明. SLn(C) が GLn(C) の閉部分群であることは, 例 1.2.2 と同様に確かめられる.

よって, 補題 1.3.3 より題意は従う. ¤

例 1.3.5 U(n) := {g ∈ GLn(C) | tgg = In} は線型リー群である (これを ユニタリ群*10

と呼ぶ). ここで g は g の複素共役行列を表す.

証明. U(n) が GLn(C) の閉部分群であることは, 例 1.2.2 と同様に確かめられる. よっ

て, 補題 1.3.3 より題意は従う. ¤

*9 complex special linear group
*10 unitary group
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例 1.3.6 SU(n) := SLn(C)∩U(n) は線型リー群である (これを 特殊ユニタリ群*11 と呼

ぶ).

証明. SU(n) が GLn(C) の閉部分群であることは, 例 1.2.3 と同様に確かめられる.

よって, 補題 1.3.3 より題意は従う. ¤

問題 1.3.7 次で定義される群 HC
3 が線型リー群であることを示せ (これを 3 次元複素ハ

イゼンベルグ群*12 と呼ぶ):

HC
3 :=








1 x z
0 1 y
0 0 1


 | x, y, z ∈ C



 .

問題 1.3.8 GLn(R) は GLn(C) 内の閉部分群であることを示せ. また, これを用いて,

GLn(R) 内の線型リー群は GLn(C) 内の閉部分群であることを示せ. (線型リー群を

「GLn(C) 内の閉部分群」によって定義する場合もあるが, この問題と命題 1.3.2 により,

その定義と我々の定義が同値であることが分かる.)

1.3.2 ユニタリ群の性質

ここでは, ユニタリ群 U(n) が Cn の自然な内積を保つ変換の成す群であることを示す.

Cn 上の自然な内積は, Cn の元を縦ベクトルだと思うと,

〈v, w〉 := tvw (v, w ∈ Cn)

によって定義されていたことに注意する.

命題 1.3.9 U(n) = {g ∈ GLn(C) | 〈gv, gw〉 = 〈v, w〉 (∀v, w ∈ Cn)}.

証明. 命題 1.2.5 と全く同様に証明できる. ¤

問題 1.3.10 問題 1.2.6 と同様に, U(p, q) := {g ∈ GLp+q(C) | tgIp,qg = Ip,q} と定義
する. これが線型リー群であることを示せ (これを 不定値ユニタリ群*13 と呼ぶ). また

U(p, q) は, 符号数 (p, q) の不定値内積

〈v, w〉p,q := tvIp,qw

を保つ変換の成す群であることを示せ.

*11 special unitary group
*12 the 3-dimensional complex Heisenberg group
*13 indefinite unitary group
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1.4 線型リー群の例: その他の例

この節では, いくつかの線型リー群の例を紹介する. ここで紹介する例は, これまでの節

で紹介したような典型的なもの以外の例を構成するときに, 有用である. §1.4.1 では, 線型

リー群と線型リー群の直積を定義し, それがまた線型リー群となることを示す. §1.4.2 で

は, 次のための準備として, SO(2) が回転行列の成す群と一致することを示す. §1.4.3 で

は, GLn(R) 内の閉ではない部分群の例を挙げる.

1.4.1 線型リー群の直積

ここでは, 線型リー群と線型リー群の直積を定義し, それがまた線型リー群となること

を示す. この先, 線型リー群の様々な例を構成するときに, 直積のアイデアは有用である.

例 1.4.1 次で定義される GLp(R)×GLq(R) は, GLp+q(R) 内の線型リー群である:

GLp(R)×GLq(R) :=
{[

gp 0
0 gq

]
∈ GLp+q(R) | gp ∈ GLp(R), gq ∈ GLq(R)

}
.

証明. 部分群であることは明らか. 閉集合であることを示す. ここで, 行列 Ip,q を考え

る (問題 1.2.6 参照). すると, g ∈ GLp+q(R) に対して, g ∈ GLp(R)×GLq(R) であるた

めの必要十分条件が gIp,q = Ip,qg となることが分かる. このことから, 閉であることが示

される. ¤

命題 1.4.2 G1, G2 をそれぞれ GLp(R), GLq(R) 内の線型リー群とする. このとき, 次

で定義される G1 ×G2 は, GLp+q(R) 内の線型リー群である (これを 直積*14 と呼ぶ):

G1 ×G2 :=
{[

g1 0
0 g2

]
∈ GLp+q(R) | g1 ∈ G1, g2 ∈ G2

}
.

証明. 部分群であることは明らか. 閉集合であるを示す. 仮定より, G1 は GLp(R) の

閉集合であり, G2 は GLq(R) の閉集合である. また, 線型リー群としての直積 G1 × G2

および GLp(R)×GLq(R) は, 位相空間としての直積空間と同相であることが分かる. こ

のことから, 直積の性質より, G1 ×G2 は GLp(R)×GLq(R) 内の閉集合である. また例

1.4.1 より, GLp(R) × GLq(R) は GLp+q(R) 内の閉集合である. 以上より, 題意は従う.

¤

*14 direct product
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問題 1.4.3 GLn(R) 内の線型リー群 G に対して, 次で定義される diag(G) は GL2n(R)

内の線型リー群であることを示せ:

diag(G) :=
{[

g 0
0 g

]
∈ GL2n(R) | g ∈ G

}
.

1.4.2 回転群

ここでは, SO(2) が回転行列の成す群と一致することを示す. ただしここで, 回転行列

R(θ) は次で与えられる行列である:

R(θ) :=
[

cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

]
.

例 1.4.4 SO(2) = {R(θ) ∈ GL2(R) | θ ∈ R} が成り立つ. 特に, SO(2) は円周と同相で

ある.

証明. まずは (⊃) を示す. 任意に θ ∈ R をとる. このとき, R(θ) ∈ SO(2) であること

は, 直接計算で容易に確かめられる.

次に (⊂) を示す. 任意に g ∈ SO(2) をとる. 次のように g を成分表示する:

g =
[

a b
c d

]
.

直交群の定義より tgg = I2 が成り立つ. この条件を成分で表すと,

a2 + c2 = 1, b2 + d2 = 1, ab + cd = 0.

一つ目の条件より, 次を満たす θ ∈ R が存在する:

(a, c) = (cos(θ), sin(θ)).

残りの二つの条件より, ベクトル (b, d) は, 長さが 1 かつ (a, c) に垂直である. このこ

とから, (b, d) = ±(− sin(θ), cos(θ)) でなくてはならない. また, 特殊直交群の定義より

det(g) = 1 が成り立つ. この条件を加味すると,

(b, d) = (− sin(θ), cos(θ))

であることが分かる. よって g は回転行列である.

SO(2) と円周 S1 が同相であることは, R(θ) 7→ (cos(θ), sin(θ)) によって定義される写

像が同相写像であることから, 容易に分かる. ¤

問題 1.4.5 U(1) = {eiθ ∈ GL1(C) | θ ∈ R} となることを示せ. (このことから, U(1) と

SO(2) は, 群としても位相空間としても同型となることが分かる.)
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1.4.3 線型リー群でない部分群の例

ここでは, GLn(R) 内の閉ではない部分群の例を挙げる. 定義によりこれは線型リー群

ではないが, 後に見るように, GLn(R) 内の部分リー群の例を与える.

例を構成するためのアイデアは, 以下の通りである. 例 1.4.4 より SO(2) は円周 S1 と

同相なので, 直積 SO(2)× SO(2) は 2 次元トーラスと同相である. ここで, R2 内の原点

を通り傾きが無理数の直線を考える. すると, R2 からトーラスへの自然な射影によるこの

直線の像は, トーラス内で稠密になる. これが閉でない部分群になる. 以上のことを行列

の言葉で書くと, 以下のようになる.

例 1.4.6 無理数 λ に対して, 次で定義される群 Gλ は, GL4(R) の部分群だが閉集合で

はない:

Gλ :=
{[

R(πθ) 0
0 R(λπθ)

]
∈ GL4(R) | θ ∈ R

}
.

証明. 部分群であることの証明は容易. 閉集合でないことを示す. そのためには, 閉包

(Gλ)d が次をみたすことを示せば十分である:

(Gλ)d = SO(2)× SO(2).

まずは (⊂) を示す. 命題 1.4.2 より, 直積 SO(2)× SO(2) は線型リー群なので, 特に閉

集合である. 閉包は, その集合を含む最小の閉集合なので, 包含関係 (⊂) が従う.

次に (⊃) を示す. 証明には,

{R(2πλn) | n ∈ Z}d = SO(2) (1.1)

を用いる (これの証明は, 例えば [松本]*15 を参照). 任意に g ∈ SO(2) × SO(2) をとる.

このとき, 例 1.4.4 より,

g =
[

R(θ1) 0
0 R(θ2)

]

と表すことができる. 示すことは g ∈ (Gλ)d なので, g に収束する点列 {gn} ⊂ Gλ を構

成したい. そのために, µ := θ2 − λθ1 とおく. このとき (1.1) より,

∃{nk} ⊂ Z : R(2πλnk) → R(µ).

*15 松本 幸夫; 多様体の基礎, 東京大学出版会 (1988), 344pp.
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これを用いて, 点列 {gk} を

gk :=
[

R(θ1) 0
0 R(λθ1)

]
·
[

R(2πnk) 0
0 R(2πλnk)

]
∈ Gλ

と定義すると, gn → g が示される. 以上より, g ∈ (Gλ)d が示された. ¤

1.5 線型リー群の同型

線型リー群に対して, 同型および局所同型という概念を定義する. §1.5.1 では, 同型を

定義する. 線型リー群として同型であれば群同型かつ同相であるが, その逆は成り立たな

い. §1.5.2 では, 局所同型を定義する. 同型であれば局所同型であるが, その逆は成り立た

ない. 例として, O(n) と SO(n) が局所同型であるが同型ではないことを示す.

1.5.1 線型リー群の同型

ここでは, 線型リー群の同型を定義する. また, 線型リー群として同型であれば群同型か

つ同相であることを示す. さらに, この主張の逆が成り立たないことの反例を挙げる.

定義 1.5.1 各 a ∈ GLn(R) に対して, 次の写像 Ia を 内部自己同型*16 と呼ぶ:

Ia : GLn(R) → GLn(R) : g 7→ aga−1.

平面曲線に対しては, 回転と平行移動と折り返しという平面上の変換 (実は等長変換の

こと) をまず先に定義し, その変換で移り合うという性質によって合同を定義した. 線型

リー群の合同もこれと同様に, GLn(R) 上の内部自己同型という変換をまず先に考え, そ

れで移り合うという性質によって線型リー群の同型を定義する.

定義 1.5.2 GLn(R) 内の線型リー群 G1, G2 が 同型*17 とは, それらが GLn(R) の内部

自己同型で移り合うこと, すなわち, 次が成り立つこと: ∃a ∈ GLn(R) : Ia(G1) = G2.

命題 1.5.3 GLn(R) 内の線型リー群 G1, G2 が同型ならば, それらは群同型かつ同相で

ある.

証明. 任意の a ∈ GLn(R) に対して, Ia は群同型写像かつ同相写像である. 命題の主張

は, このことから直ちに従う. ¤

ちなみに, 命題 1.5.3 の逆は成り立たない. 次が簡単な反例である.

*16 inner automorphism
*17 isomorphic
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例 1.5.4 直積 {1} ×GL1(R) と diag(GL1(R)) (問題 1.4.3 参照) は, 群同型かつ同相で

あるが, GL2(R) 内の線型リー群として同型ではない.

証明. どちらも GL1(R) と群同型かつ同相であることは明らか. ここでは, 線型リー群

として同型でないことを示す. 同型であると仮定する. ここから, 内部自己同型 Ia が行列

式を保つことを用いて, 矛盾を導く. まずは, 同型の定義から, 次をみたす a ∈ GL2(R) が

存在する:

Ia({1} ×GL1(R)) = diag(GL1(R)).

ここで

g :=
[

1 0
0 −1

]
∈ {1} ×GL1(R)

を考える. このとき Ia(g) ∈ Ia({1} ×GL1(R)) であり,

det(Ia(g)) = det(aga−1) = det(g) = −1

が成り立つ. 一方で, diag(GL1(R)) の任意の元の行列式が正であることが容易に分かる.

これは矛盾. 以上より, 同型でないことが示された. ¤

命題 1.5.3 の逆が成り立たない理由を感覚的に述べると, 線型リー群の同型は, 群や位

相空間の情報だけでなく, 「GLn(R) への入り方」の情報も保たなくてはならないからで

ある. これは, 円と楕円が平面曲線としては違うが位相空間としては同相である, というこ

とと同様の状況になっている.

問題 1.5.5 線型リー群の直積 G1 × G2 と G2 × G1 が同型であることを示せ. (ヒント:

G1 を GLn(R) 内の線型リー群, G2 を GLn+k(R) 内の線型リー群として,

a :=




In

Ik

In




で定義される内部自己同型を考える.)

1.5.2 線型リー群の局所同型

ここでは, 線型リー群の局所同型を定義する. 線型リー群として同型であれば局所同型

であるが, 逆は成り立たない.



1.5 線型リー群の同型 13

定義 1.5.6 GLn(R) 内の線型リー群 G1, G2 が 局所同型*18 とは, それぞれの単位元の

近傍が GLn(R) の内部自己同型で写りあうこと, すなわち, 次が成り立つこと: ∃U1 (G1

の単位元を含む近傍), ∃U2 (G2 の単位元を含む近傍), ∃a ∈ GLn(R) : Ia(U1) = U2.

線型リー群が同型ならば局所同型であることは, 自明である. この逆が成立しないこと

の反例は, 次で与えられる.

命題 1.5.7 直交群 O(n) と特殊直交群 SO(n) は, 局所同型であるが, 同型ではない.

証明. まずは O(n) と SO(n) が局所同型であることを示す. そのために, O(n) の単位

元を含む近傍 U1 を与える. 各 g ∈ O(n) に対して,

det(g) = ±1

が成り立つことが, 1 = det(In) = det(tgg) = det(tg) det(g) = det(g)2 から分かる. ここ

で, 行列式を対応させる写像 det : O(n) → {±1} を考える. これは連続であり, {1} は値
域の開集合なので, その det による逆像

U1 := det−1({1})

は O(n) の単位元を含む近傍である. この U1 と SO(n) は明らかに一致する. 以上より,

O(n) と SO(n) は局所同型である.

次に, O(n) と SO(n) が同型でないことを示す. 背理法を用いる. これらが同型である

と仮定する. 定義より, 次をみたす a ∈ GLn(R) が存在する:

Ia(SO(n)) = O(n).

任意に g ∈ Ia(SO(n)) をとる. すると, h ∈ SO(n) を用いて g = Ia(h) と表される. この

とき,

det(g) = det(Ia(h)) = det(aha−1) = det(h) = 1

が成立する. ところが, O(n) には行列式が −1 になる元が存在するので, これは矛盾であ

る. よって O(n) と SO(n) は同型でない. ¤

問題 1.5.8 GL1(R)と GL+
1 (R) (問題 1.1.3参照)は局所同型だが同型でないことを示せ.

*18 locally isomorphic


