
平成１２年度　広島大学大学院理学研究科入学試験問題

数 学 専 攻 専門科目 (午前) 受験番号 M

共通問題：　次の［1］、［2］、［3］の全問に解答せよ。

[1] 変数 x に関する n 次以下の実多項式のなすベクトル空間を Vn とする．実数 a, bに対して，写像 Fa,b : Vn → Vn

を (
Fa,b(f)

)
(x) = f(ax + b) (f ∈ Vn)

で定める．さらに，f, g ∈ Vn に対して，

(f, g) =

∫ 1

−1

f(x)g(x)dx

と定義する．

(1) ベクトル空間 Vn の次元を求めよ．

(2) 写像 Fa,b は Vn の線形変換であることを示せ．

(3) 上に定義された ( , ) は Vn 上の内積であることを示せ．

(4) n = 1 のとき，Vn の正規直交基底を一組求めよ．

(5) n = 1 のとき，(4) で求めた基底に関する変換 Fa,b の表現行列を求めよ．

(6) n = 1 のとき，Fa,b が直交変換となるような aと b の組をすべて求めよ．

[2] 任意の自然数 n に対して，R 上の関数 fn(x) を

fn(x) =
n∑

k=1

sin kx

2k

で定める.

(1) 関数列 {fn(x)}∞n=1 は R 上で一様収束することを示せ．

(2) 級数
∞∑

k=1

k

2k
は収束することを示せ．

(3) 関数項級数
∞∑

k=1

sin kx

2k
は項別微分可能であり，関数 f(x) = lim

n→∞
fn(x) は C1 級であることを示せ．
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[3] 2 次元ユークリッド空間 R2 において，原点 O を中心とする半径 1 の円周を Cとし，原点 O を通る直線全体
のなす集合を M とする．M の異なる元 l, m に対し，C ∩ l, C ∩ m 上の点 x，y をそれぞれとり，３点 O, x, y を
頂点とする三角形の面積を d(l, m) とする．また，l = m のときは，d(l, m) = 0 とする．

(1) d(l, m) (l �= m) は，点 x, y の取り方によらないことを示せ．

(2) d( , ) は M 上の距離関数であることを示せ．

(3) C からM への写像 f を，C の点 x に対して原点 O と点 x を通る直線を対応させるものとする．C を R2 の
部分距離空間と見たとき，写像 f は連続であることを示せ．

(4) M から R2 への連続写像 g が，M の各元 l に対して g(l) ∈ l をみたしているものとする．このとき，g(m) = O

となるような元 m ∈ M が存在することを示せ．
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選択問題：次の［4］∼［9］の６問中の２問を選んで解答せよ。

［４］　次の [A], [B] のうち１つを選び解答せよ。

［A］ p を 3 以上の素数とする。i ∈ Z に対し、〈i〉 = i mod p ∈ Z/pZ と書く。体 Z/pZ の部分集合 S と T を以下
のように定義する。

S = {〈i〉2 | i ∈ Z}, T = {〈0〉2, 〈1〉2, 〈2〉2, ..., 〈p− 1

2
〉2}.

(1) i < j (0 ≤ i, j ≤ p−1
2

) に対し、〈i〉2 − 〈j〉2 �= 〈0〉 であることを示せ。

(2) 任意の k ∈ Z について、〈k〉2 = 〈p − k〉2 を示せ。

(3) S = T を示せ。

(4) a ∈ Z に対し、〈a〉 − S = {〈a〉 − 〈i〉2 | 〈i〉2 ∈ S} とおく。このとき、(〈a〉 − S) ∩ S �= φ を示せ。

(5) 任意の a ∈ Z に対し、〈a〉 = 〈b〉2 + 〈c〉2 となる b, c ∈ Z が存在することを示せ。

［B］ Λ を複素数体 C 内で 1 と i (虚数単位)で生成される Z-加群

Λ = {m + ni ∈ C | m, n ∈ Z}

とする。ϕ : C → C (z 	→ iz) を i 倍写像とし、π : C → C/Λ (z 	→ z + Λ) を標準的準同型とする。

(1) ϕ(Λ) = Λ となることを示せ。

(2) C/Λ のZ-加群としての自己同型 ϕ : C/Λ → C/Λ で、π ◦ ϕ = ϕ ◦ π となるものがただ 1 つ存在することを
示せ。

(3) O = π(0) とおく。正の整数 n に対して、

E[n] = {P ∈ C/Λ | nP =

n回︷ ︸︸ ︷
P + P + · · · + P = O}

とするとき、E[n]はアーベル群になることを示せ。また、その位数を求めよ。

(4) 環 Z[i] のイデアルとして、
(4 + 2i, 1 − 3i) = (1 − i)

となることを示せ。

(5) m + ni ∈ Z[i] (m, n ∈ Z) とP ∈ C/Λ に対し、(m + ni)P = mP + nϕ(P ) と定める。このとき、{
(4 + 2i)P = O

(1 − 3i)P = O

をみたす P ∈ C/Λ をすべて求めよ。
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［５］　次の [A], [B] のうち１つを選び解答せよ。

[A] 2次元球面 S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1} から 4次元ユークリッド空間 R4 への写像 f : S2 → R4 を
f(x, y, z) = (x2 − y2, yz, zx, xy)で定義するとき、次に答えよ。

(1) 点 p = (0, 0, 1) ∈ S2 のまわりの S2 の座標近傍として (U, ϕ) を考える。ただし、U = {(x, y, z) ∈ S2 : z > 0}
であり、ϕ : U → R2 は ϕ(x, y, z) = (x, y) で定義される写像である。この (U, ϕ) が定める局所座標に関して、
点 p における f のヤコビ行列を求めよ。

(2) f ははめ込みである、すなわち S2 の各点における f のヤコビ行列の階数は２である、ことを示せ。また、f

は埋め込みであるか？理由とともに述べよ。

(3) π : R4 → R3 を π(s, t, u, v) = (s, t, u) で定義される射影とする。このとき、合成写像 g = π ◦ f : S2 → R3 は
はめ込みであるか？理由とともに述べよ。

[B] 次に答えよ。

(1) 正方形の頂点を順に a0, a1, a2, a3 とするとき、複体

K = {|a0|, |a1|, |a2|, |a3|, |a0a1|, |a1a2|, |a2a3|, |a3a0|}

のホモロジー群を求めよ。

(2) 正方形の枠を n 個すきまなく横一列に並べてできる平面内の図形

Xn = {(x, y) ∈ R
2 : 0 ≤ x ≤ n, y ∈ {0, 1}} ∪ {(x, y) ∈ R

2 : 0 ≤ y ≤ 1, x ∈ {0, 1, 2, . . . , n}}

の１次元ベッチ数を求めよ。

(3) 内部も込めた２つの正６角形 W1 と W2 の辺 x, y, z を下図のように向きを込めて同一視してできる位相空間
Y について、Xn が Y とホモトピー同値になるときの n の値を求めよ。

(4) 内部も込めた正６角形 W3 と Y の辺 a, b, c, d, e, f を下図のように向きを込めて同一視してできる位相空間 F

について、１次元と２次元のホモロジー群を求めよ。
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［６］　次の [A], [B] のうち１つを選び解答せよ。

[A] f(x) を区間 [0, 1] 上の有界可測関数とし、µ は [0, 1] 上のルベーグ測度を表わすとき、次を示せ。

(1) M ≥ 0 に対して、µ({x ∈ [0, 1] : |f(x)| > M}) = 0 ならば、任意の p > 0 に対して∫
[0,1]

|f(x)|pdµ(x) ≤ Mp.

(2) M ≥ 0 と p > 0 に対して、 ∫
[0,1]

|f(x)|pdµ(x) ≥ Mpµ({x ∈ [0, 1] : |f(x)| > M}).

(3) M ≥ 0 と p > 0 に対して、µ({x ∈ [0, 1] : |f(x)| > M}) > 0 ならば、

lim inf
p→∞

(∫
[0,1]

|f(x)|pdµ(x)
)1/p

≥ M.

(4) lim
p→∞

(∫
[0,1]

|f(x)|pdµ(x)
)1/p

が存在して、inf{M : µ({x ∈ [0, 1] : |f(x)| > M}) = 0} に等しい。

[B] K を R に含まれる開区間の全体、P を R の部分集合の全体とし、R 上の関数

Y (x) =

{
0 x < 0

1 x ≥ 0

を考える。集合関数 λ : K → R を、λ(∅) = 0 かつ −∞ < a < b < +∞ に対して

λ((a, b)) = Y (b) − Y (a)

によって定め、任意の A ∈ P に対して

µ∗(A) = inf

{ ∞∑
n=1

λ(En) : En ∈ K,
∞⋃

n=1

En ⊃ A

}

と定義する。次を示せ。

(1) E ∈ K のとき、µ∗(E) =

{
1 0 ∈ E

0 0 �∈ E.

(2) A ∈ P が 0 を含むとき、µ∗(A) = 1.

(3) A ∈ P が 0 を含まないとき、µ∗(A) = 0.

(4) A1, A2, . . . , An, . . . ∈ P が互いに素であるとき、

µ∗
( ∞⋃

n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ∗(An).
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［７］　次の [A], [B] のうち１つを選び解答せよ。

[A] f(z) は D = {z ∈ C : |z| < 1} で正則な関数で、
∫∫

D

|f(z)| dx dy < ∞ （ただし z = x + iy ）をみたすとす

る。このとき、|ζ| < 1 として、次に答えよ。

(1) Cr を円周 {|z| = r} (0 < r < 1) に反時計回りの向きをつけたものとするとき、∫
Cr

z f(z)

(z − r2ζ)2
dz = i

∫ 2π

0

f(reiθ)

(1 − re−iθζ)2
dθ

を示せ。

(2) g(z) = z f(z) とおくとき、
1

π

∫∫
D

f(z)

(1 − z̄ζ)2
dx dy = 2

∫ 1

0

g′(r2ζ) r dr

を示せ。

(3) f(ζ) =
1

π

∫∫
D

f(z)

(1 − z̄ζ)2
dx dy を示せ。

[B] f(z) =
eiz

z2 + a2
とおく。ただし、a > 0 とする。次に答えよ。

(1) 上半平面 {z ∈ C : Im z > 0} に含まれる f(z) の極とその留数を求めよ。

(2) γR を半円周 {z ∈ C : |z| = R かつ Im z ≥ 0} （R > 0）とするとき、

lim
R→∞

∫
γR

f(z) dz = 0

を示せ。

(3) 上を用いて広義積分 ∫ ∞

0

cosx

x2 + a2
dx

を求めよ。

［８］　次の [A], [B], [C] のうち１つを選び解答せよ。

[A] f(t) を区間 [0, 1] 上の連続関数とするとき、次に答えよ。

(1) 境界値問題

(∗)
{

x′′(t) + π2x(t) = f(t), 0 < t < 1,

x(0) = 0, x(1) = 0

の解 x(t) が存在するならば、
∫ 1

0

f(t) sinπt dt = 0 であることを示せ。
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(2) [0, 1] 上の関数 y(t) を

y(t) =
1

π

∫ t

0

f(s) sin π(t − s) ds

で定める。y′(t), y′′(t) を求め、y(t) のみたす常微分方程式を求めよ。

(3)

∫ 1

0

f(t) sinπt dt = 0 ならば、(∗) の解が存在することを示せ。

[B] 関数 x(t), y(t) (0 ≤ t < ∞) を連立常微分方程式{
x′ = −xy

y′ = xy − y

の解とする。次に答えよ。

(1) x(t) > 0, y(t) > 0 (0 ≤ t < ∞) のとき、次を示せ。

(a) x(t) は t に関して単調減少関数で、 lim
t→∞

x(t) が存在する。

(b) x(t) + y(t) は t に関して単調減少関数で、 lim
t→∞

(x(t) + y(t)) が存在する。

(c) lim
t→∞

y(t) = 0である。

(2) x(0) > 0, y(0) > 0 のとき、x(t) > 0, y(t) > 0 (0 ≤ t < ∞) であることを示せ。

[C] 区間 [0, 1]上の常微分方程式の境界値問題

(∗)
{

−u′′(x) + a(x)u(x) = f(x), 0 < x < 1,

u(0) = u(1) = 0

を考える。ここで、a(x), f(x)は [0, 1]上で与えられた連続関数で、a(x) ≥ 0とする。自然数 nに対し h = 1/nとお
き、(∗)の差分近似問題

(∗∗)

 −ui+1 − 2ui + ui−1

h2
+ aiui = fi (i = 1, 2, · · · , n − 1)

u0 = un = 0

を考える。ここで、ai = a(ih), fi = f(ih)である。次に答えよ。

(1) f(x) ≡ 0のとき、ui (i = 0, · · · , n)が (∗∗)の第一式をみたすならば

(∗∗∗) |ui| ≤ 1

2
(|ui+1| + |ui−1|) (i = 1, 2, · · · , n − 1)

が成り立つことを示せ。

(2) ui が (∗∗∗)をみたすとき、ある j(1 ≤ j ≤ n − 1)に対して |uj| = max
0≤i≤n

|ui| ならば、|uj+1| = |uj| = |uj−1|であ
ることを示せ。

(3) f(x) ≡ 0のとき、(∗∗)をみたす解は ui = 0 (i = 0, 1, · · · , n)に限ることを示せ。

(4) (∗∗)を ui (i = 1, 2, · · · , n − 1)に対する連立１次方程式とみるとき、解 uiが存在し、ただ 1つであることを
示せ。
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［９］　次の [A], [B] のうち１つを選び解答せよ。

[A] 確率変数列 {Xn}∞n=1 は独立同分布で、その共通の分布は平均 λ > 0 のポアソン分布 Pr{Xn = k} =
λk

k!
e−λ

(k = 0, 1, 2, . . . ) であるとする。Sn =
n∑

j=1

Xj とおくとき、次に答えよ。

(1) E
[
exp(αX1 + βX2)

]
を求めよ。

(2) E
[
exp(αSn)

]
を求めよ。

(3) α < 0 のとき、 lim
n→∞

exp(αSn) = 0 a.e. を示せ。

(4) α < 0 のとき、 lim
n→∞

E
[
exp(αSn)

]
= E

[
lim

n→∞
exp(αSn)

]
は成立するか？

(5) lim
n→∞

E
[
exp
(1
n

Sn

)]
= E

[
lim

n→∞
exp
(1
n

Sn

)]
は成立するか？

[B] 確率変数列 {Xn}∞n=1 は独立同分布で、その共通の分布は [0, 1]上の一様分布であるとする。Un, Vn を

Un = min{Xk; k = 1, 2, . . . , n}, Vn = max{Xk; k = 1, 2, . . . , n}

とし、0 ≤ u, v ≤ 1とするとき、次に答えよ。

(1) Pr{U3 ≤ u, V3 ≤ v}を求めよ。

(2) Pr{Un ≤ u, Vn ≤ v}を求めよ。

(3) Pr{Un ≤ u}を求めよ。

(4) a > 0, b > 0 のとき、

lim
n→∞

Pr{Un ≤ a

n
, 1 − Vn ≤ b

n
} = lim

n→∞
Pr{Un ≤ a

n
} lim

n→∞
Pr{1 − Vn ≤ b

n
}

を示せ。
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