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次の [1]，[2]，[3] の全問に解答せよ．

[1] M(3, R) を 3次実正方行列全体のなす実線形空間とし，V = {X ∈ M(3,R) | tX = −X } とする. ただ
し， 行列 X に対して tX は X の転置行列を表す．

(1) V は M(3,R) の線形部分空間であることを示せ.

(2)


X1 =




0 1 0

−1 0 0

0 0 0


 , X2 =




0 0 1

0 0 0

−1 0 0


 , X3 =




0 0 0

0 0 1

0 −1 0





は V の基底であることを示せ.

(3) A ∈ M(3,R) とする．X ∈ V に対して，fA(X) = tAXA と定めるとき，fA は V から V への線形写
像であることを示せ．

(4) A =




1 a b

a 1 0

b 0 1


 のとき，V の基底 {X1, X2, X3} に関する fA の行列表示を求めよ．ただし， a，b

は実定数とする．

(5) (4) の A に対して，fA の像 ImfA の次元 dim ImfA を求めよ．

(6) (4) の A に対して，fA の像 ImfA と 核 KerfA の基底をそれぞれ 1組求めよ．

[2] 以下の各問に答えよ．

(1) lim
x→0+0

x(ex−1) = 1 を示せ．

(2) 関数 f : R → R を

f(x) =




x2 cos
1

x
(x �= 0),

0 (x = 0)

で定義する．このとき，f(x) は微分可能であるが，導関数 f ′(x) は x = 0 で連続ではないことを示せ．

(3) 閉区間 [0, 1] 上の実数値連続関数列 {fn(x)}∞n=1 に対して，次の (a)，(b) をみたす数列 {an}∞n=1 が存在
したと仮定する．

(a) 各 n ≥ 1 に対して an ≥ 0 であり，級数
∞∑

n=1

an は収束する．

(b) 各 n ≥ 1 と各 x ∈ [0, 1] に対して |fn(x)| ≤ an が成り立つ．

このとき，各 x ∈ [0, 1] に対して級数
∞∑

n=1

fn(x) は収束し，極限関数 f(x) =
∞∑

n=1

fn(x) は [0, 1] におい

て連続であることを証明せよ．

(4) p > 0 とし，D = {(x, y) ∈ R
2 |x2 + y2 ≥ 1} とする．このとき，広義積分

∫∫
D

dxdy

(x2 + y2)p
の収束，発

散を調べ，収束する場合はその値を求めよ．
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[3] X を空でない集合とし，距離関数 d : X ×X → [0,∞)が与えられているとする．また，距離空間 (X, d)

の開集合系を Od で表す．このとき以下の問に答えよ．

(1) d : X × X → [0,∞) が距離関数であることの定義を述べよ．

(2) 任意の x ∈ X と r > 0 に対して B̄(x, r) = {y ∈ X | d(x, y) ≤ r} は距離空間 (X, d) の閉集合であるこ
とを示せ．

(3) Oc = {G ⊂ X |G の補集合は有限集合 } ∪ {∅} とおく．このとき，集合族 Oc は開集合系の公理をみた
すことを示せ．

(4) Oc = Odが成り立つとする．このとき，任意の x ∈ X に対して r > 0を十分小さく選べば B̄(x, r) = {x}
となることを示せ．

(5) Oc = Od が成り立つならば X は有限集合であることを示せ．

(6) X が非可算集合であるとし，f : X → R を位相空間 (X,Oc) から通常の距離位相を備えた数直線 R

への連続写像とする．このとき，整数 n が存在して f−1([n,n + 1]) = X となることを示せ．

(7) (6) の f は定数関数となることを示せ．
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