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次の [1]，[2]，[3] の全問に解答せよ．

[ 1 ] 次の (A), (B)のすべての問に答えよ．ただし，n 次実正方行列全体のなす実ベクトル空間を

Mn，行列 A の転置行列を tA とし，A = (aij)i=1,2,...,n
j=1,2,...,n

∈ Mn に対して trA =

n∑
k=1

akk とおく．

(A) V を 3 次交代行列のなす M3 の部分空間，すなわち

V = {A ∈ M3 | tA = −A}

とする．また，X =

 0 −1 2

1 0 −3

−2 3 0

 とおく．

(1) 連立方程式 X

v1

v2

v3

 =

1

2

a

が解を持つように実数 aの値を定め, その時の一般解を求めよ.

(2) V の次元を答えよ．（答えだけでよい）

(3) A ∈ V ならば AX −XA ∈ V であることを示せ．

(4) 線形変換 f : V → V を f(A) = AX −XA (A ∈ V ) で定めるとき，f の固有値のうち実数

であるものをすべて求めよ．

(B) A,B ∈ Mn に対し，
[
[A,B]

]
= tr (tAB) とおく．

(1)
[
[·, ·]

]
は実ベクトル空間 Mn 上の内積であることを示せ．

(2) W を n 次対称行列のなす Mn の部分空間，すなわち

W = {A ∈ Mn | tA = A}

とする．内積
[
[·, ·]

]
に関する W の直交補空間 W⊥ の次元を求めよ．
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[ 2 ] 関数 f : (0, π
2 ] → R を

f(x) = x log(sinx) (x ∈ (0, π
2 ])

により定める. 以下の問に答えよ.

(1) (0, π
2 ) 上で f の導関数 f ′ を求めよ.

(2) 右極限 lim
x→+0

f(x) を求めよ.

(3) f ′(x) = 0 を満たす x ∈ (0, π
2 ) が存在するか否かを答え, その理由を述べよ．

(4) f が (0, π
2 ] 上で一様連続であるか否かを答え, その理由を述べよ.

(5) 級数
∞∑

n=1

f( 1n ) の収束・発散を答え, その理由を述べよ.

(6) 級数
∞∑

n=1

(−1)nf( 1n ) の収束・発散を答え, その理由を述べよ.
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[ 3 ] 次の (I), (II)のいずれかの問に答えよ．

(I) 次の (A), (B)のすべての問に答えよ．

(A) 集合 X を 2 点集合 X = {a, b} とする. また, Y を X の位相全体の集合とし, Y 上の関

係 ∼ を

O1 ∼ O2 ⇐⇒ 位相空間 (X,O1)と (X,O2)は同相 (O1,O2 ∈ Y )

と定める. 以下の問に答えよ.

(1) X の位相, すなわち Y の元を全て列挙せよ.

(2) 関係 ∼ は同値関係であることを示せ.

(3) 上記の同値関係で割った商集合 Y/ ∼ の元を全て列挙せよ.

(B) 通常位相を持った R2 を考える. S1 := {(x1, x2) ∈ R2 | x2
1 + x2

2 = 1} とし,

S1
U := {(x1, x2) ∈ R2 | x2

1 + x2
2 = 1, x2 > 0} とする. 以下の問に答えよ.

(1) S1, S1
U は位相空間 R2 の開集合であるか否か, また閉集合であるか否か調べよ.

(2) S1 に位相空間 R2 の部分集合としての相対位相を入れる. この相対位相に関して S1

の部分集合 S1
U は開集合であるか否か調べよ.
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(II) 次の (A), (B)のすべての問に答えよ．

(A) 関数 f(x) を以下で定義する.

f(x) =

e−x (x > 0)

0 (x ≤ 0)
.

以下の問に答えよ．

(1) f(x) が確率密度関数となっていることを確かめよ.

(2) 確率変数 X の確率密度関数が f(x) であるとき, X/2 の確率密度関数を計算せよ.

(3) 確率変数X と Y は独立で，同じ確率密度関数 f(x)を持つとする. このとき，X+(Y/2)

と max(X,Y ) は同じ確率分布に従うことを示せ．

(B) 三つの確率変数 X1, X2, N は独立であるとする．さらに，X1 と X2 は同じ確率分布を持

ち，E(X2
1 ) < ∞ を満たすとする．一方，N は 1 または 2 の値を取るとする．このとき，

確率変数

S =

N∑
k=1

Xk

とおく. 以下の問に答えよ.

(1) P(N = 1) = θ とするとき, 確率変数 N の平均 E(N) と分散 Var(N) を計算せよ.

(2) 確率変数 S の平均 E(S) と分散 Var(S) について，次の二つの等式を証明せよ：

E(S) = E(X1)E(N), Var(S) = E(N)Var(X1) + E(X1)
2Var(N).
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