
タイル張りとトポロジー

松本 　幸夫

18 5 31

1平面のタイル張り

お風呂場の壁や床が正方形のタイルで敷き詰められているところを目に
したことがあると思います．図１のような状況です．
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図 1: 4角なタイル

4角なタイルでなくても，正 3角形のタイルでもタイル張りできます．図
２がそれです．
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図 2: 3角形のタイルによるタイル張り

もう一つ，正６角形でタイル張りしたところを描いて見ましょう．（図３）
1この文書を作成するにあたって，東京大学大学院数理科学研究科の加藤晃史氏に図形の文書への取り込み方

など，懇切丁寧に教えていただいた．ここに深く感謝いたします．
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図 3: 6角形のタイルによるタイル張り

このように，正 3角形，正方形，正 6角形をつかって平面をタイル張り
することができました．ところが，正 5角形ではだめです．平面全体に正 5

角形をすき間無く敷き詰めることはできません．図４を見てください．ど
こかにすき間が出来てしまいます．
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図 4: ５角形ではタイル張りができない

さて，正方形（正 4角形）でのタイル張りの絵（図１）を見てみると，各
頂点のまわりに 4個の正方形が並んでいます．これを

(4, 4)

という記号で表しましょう．正 4角形が頂点のまわりに 4つずつという意
味です．
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正 3角形でのタイル張り（図２）の場合は，各頂点のまわりに正 3角形
が 6つずつあります．先ほどの記号では，

(3, 6)

となります．
そして，正 6角形でのタイル張りの場合（図３）は，各頂点のまわりに

正 6角形が 3つずつありますから，記号で書けば

(6, 3)

です．
正多角形による平面のタイル張りは以上 3つのタイプ

(4, 4), (3, 6), (6, 3)

しかないのでしょうか？
正 5角形でタイル張りできないことを見ても，3角形，4角形，6角形以

外の正 n角形による平面のタイル張りはどうやら無さそうです．本当にそ
うなのか，少し理論的に考えてみましょう．
まず，3角形の内角の和が 180◦であったことを思い出しましょう．ここ

では，高校で習う「ラジアン」という角度の単位を使って，180◦のことを
πラジアンと表すことにします．3角形の内角の和は πなのです：

3角形の内角の和 = π (ラジアン)
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図 5: A + B + C = π
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4角形の内角の和はいくつでしょうか？ 4角形は２つの 3角形に分けら
れますから（図 6），内角の和は，π + πで

2π

となります．
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図 6: 4角形は 2つの 3角形に分けられる

同様に，5角形は 3個の 3角形に分かれます（図 7）．よって，5角形の
内角の和は π + π + πの

3π

です．
同様に考えると，一般に n角形の内角の和は

(n − 2)π
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図 7: 5角形は 3個の 3角形に分かれる
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ということになります．
さて，そうすると，正n角形のひとつの内角の大きさはどのくらいでしょ

う．正 n角形では，n個の内角の大きさはみな同じなので，ひとつの内角は

(n − 2)π ÷ n =
(n − 2)π

n

で与えられます．
タイル張りの問題に帰って，もし，正 n角形を平面全体にすき間なく敷

き詰められたとして，そのとき，それぞれの頂点のまわりに正 n角形が p個
並んでいるとします．つまり，タイプが

(n, p)

のタイル張りがあったとします．そうすると，正 n角形の内角が p個合わ
さって，1点のまわりの全角度（360◦ = 2π）になっているわけですから，

(n − 2)π

n
× p = 2π

が成り立ちます．両辺を πで割ると，

(n − 2)

n
× p = 2

となり，さらに両辺を pで割って，

(n − 2)

n
=

2

p

左辺を少し変形して，

1 − 2

n
=

2

p

移項して 2で割れば
1

2
=

1

n
+

1

p

というきれいな式が得られます．こうして，次のことがわかりました．

正 n角形による平面のタイル張りで，各頂点のまわりに，正 n角形が p個
ならんでいるようなものがあるとすると，（つまり，タイプが (n, p)のタイル
張りがあるとすると）

1

n
+

1

p
=

1

2
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たしかに，正方形のタイル張り (4, 4)，正 3角形のタイル張り (3, 6)，正
6角形のタイル張り (6, 3)のどれについても

1

4
+

1

4
=

1

2
1

3
+

1

6
=

1

2
1

6
+

1

3
=

1

2

が成り立っています．
また，この式を使えば，正 5角形による平面のタイル張りがないことが

実際に正 5角形を並べて見なくてもわかります：上の式で n = 5とおいてみ
ると

1

5
+

1

p
=

1

2

となりますが，このような整数 pはありません．（この式を移項して計算す
ると，，

1

p
=

1

2
− 1

5
=

3

10

となって，おかしな式になります．）
同様に，正 7角形以上では，平面をタイル張りすることが出来ないこと

も上の式を使って確かめられます．

球面のタイル張り

図 4で見たように，正 5角形で平面をタイル張りしようとしても，すき
間ができてうまく行きません．実際に，正 5角形を厚紙で作って，次々にふ
ちをくっつけて行くと，平面でなく，きれいな立体図形ができます．皆さん
ご存知のように，これは正 12面体と呼ばれる「正多面体」です．名前のよ
うに，12枚の正 5角形からできています．（図８）
この正 12面体がゴム膜で出来ていると仮定して，このなかにプーッと空

気を入れて風船のようにふくらませてみます．そうすると，正 12面体はふ
くらんで球面になります．そして，正 5角形の面は，この球面に張り付いた
「曲がった正 5角形」になるはずです．したがって，次のようにいえます：

球面は 12枚の（曲がった）正 5角形でタイル張りできる.
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図 8: 正 12面体

正多面体というのは，今考えた正 12面体のように，全部の面が同じ正多
角形で，どの頂点のまわりにも同じ数の正多角形がならんでいるような多
面体です．
例えば，立方体（サイコロの表面）は 6枚の正方形からできている正多

面体でこれを正 6面体といいます．ほかに，正 3角形 4枚からできている正
4面体，正 3角形 8枚からできている正 8面体，正 3角形 20枚からできて
いる正 20面体があります．まとめてみると，

正N 面体 面は正 n角形 各頂点のまわりに p枚 (n, p)

正 4面体 正 3角形 3枚 (3,3)

正 6面体 正 4角形 3枚 (4,3)

正 8面体 正 3角形 4枚 (3,4)

正 12面体 正 5角形 3枚 (5,3)

正 20面体 正 3角形 5枚 (3,5)

この 5種類の正多面体はプラトンの正多面体とも呼ばれ，大昔から知ら
れています．正 12面体の時のように，正多面体を空気をいれてふくらませ
てみると，みな球面になり，それぞれ，（曲がった）正多角形による球面の
タイル張りと考えられます．球面には，正多角形によるタイル張りが，上
の表のように 5種類あると思えるわけです．この表の一番右側の (n, p)は，
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平面のときと同じ意味で，各々のタイル張りのタイプを表していて，タイ
プ (n, p)の球面タイル張りでは，各頂点のまわりに，（曲がった）正 n角形
が p個並んでいるという意味です．
では，このほかにも正多角形による球面のタイル張りがあるのでしょう

か．答えはノーです．どうして，この表以外のタイル張りがないのか，平面
の時にやったようにして調べてみます．

平面の時の角度を使った議論を再現しようとすると，球面の場合にはそ
のままではうまく行かないところがあります．それは，

球面の上にかかれた 3角形の内角の和は π(= 180◦)ではない．πより大きい．

からです．
例えば，図９を見てください．これを，地球の表面の絵だと思って，赤

道と 2本の経線が交わっているところ（交点はAとB）と思って下さい．経
線と赤道は交点 Aまたは Bで直角に交わっています．また，2本の経線同
士は北極で交わり，また南極でも交わっています．（図９）

a

bc

A

B

図 9: 赤道と 2本の経線

以後，簡単のため，球面上に描かれた 3角形のことを球面 3角形というこ
とにします．図９には記号がついていませんが，北極を Nとするとき，球
面 3角形ABNの内角の和はどのくらいでしょうか．角Aと角Bがすでに
90◦ (= π

2
)に等しいわけです:
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A =
π

2
, B =

π

2

この 2本の経線が北極で交わる角度Nを θ（ラジアン）とすると，球面 3角
形ABN の内角の和は

A + B + N =
π

2
+

π

2
+ θ

= π + θ > π

となって，確かに，球面 3角形ABNの内角の和が πより大きいことがわか
りました．

球面 3角形の面積

実は，球面 3角形の内角の和の大きさと，球面 3角形の面積にはある関
係があります．それについて調べてみましょう．
まず，準備として，図９において，北極をN，南極を Sとした上で，2つ

の球面 3角形ABNとABSをあわせた図形（ちょうど，食べたあと残った
スイカの皮のような形の図形）の面積を求めてみましょう．
このスイカの皮の面積は，経線が北極で交わる角度 θに比例するはずで

す．たしかに，同じ角度 θをもつ 2枚のスイカの皮を合わせてみると，角度
の開きは 2θになり，面積も 2倍になります．また，赤道上で，Aと Bの中
間にある点 Cを通る経線でこのスイカの皮を 2等分した半分のスイカの皮
を考えると，面積も半分になるし，経線の開きの角度も半分になっていま
す．たしかに，面積は経線の開きの角度 θに比例しています．
少し極端ですが，この経線の開きの角度 θが π(= 180◦)だったらどうな

るでしょうか．スイカの皮はちょうど半球面になります．
球面全体の表面積の公式をご存知でしょうか？
復習しておきますと，

半径 rの球面の表面積 = 4πr2

となるのでした．したがって，半球の面積はこの半分の

2πr2

です．いま，簡単のため，考える球面の半径はいつも 1だとすると，r = 1

ですから，半球の面積は
2π

9



ということになります．
半球，つまり，経線の開く角度が πであるようなスイカの皮の面積が 2π

であることがわかりました．では，経線の開きが θのスイカの皮の面積は
どのくらいでしょう．
スイカの皮の面積が θに比例することを考えると，次の比例式が成り立

ちます．

(半球の面積) : (経線の開きが θのスイカの皮の面積) = π : θ

すなわち，

2π : (経線の開きが θのスイカの皮の面積) = π : θ

となり，これから，

(経線の開きが θのスイカの皮の面積) = 2θ

であることがわかりました．
図９で考えた球面 3角形ABN の面積はスイカの皮の半分ですから，

球面 3角形ABNの面積 = θ

という簡単な公式が得られました．

一般の球面 3角形ABC の面積を調べてみます．これは，よく見ないと
すこし難しいです．まず，図 10を見てください．
この絵のなかの球面 3角形ABCは，点Aで，角度Aだけ開いたスイカ

の皮に含まれていることがお分かりでしょうか．また，球面の裏側に，球
面 3角形ABCをひっくり返したもう一つの球面 3角形があり，それが，点
Aで角度 Aだけ開いたもう一つのスイカの皮に含まれていることがわかる
と思います．つまり，点Aで角度 Aだけ開いたスイカの皮は 2枚あり，そ
のうちのひとつが球面 3角形ABCを含み，他方は裏側にある球面 3角形を
含んでいます．
同じことが，点Bで角度Bだけ開いた 2枚のスイカの皮についても言え，

点Cで角度Cだけ開いた 2枚のスイカの皮についても言えます．
これら合わせて 6枚のスイカの皮は，球面全体を覆っています．そして，

球面 3角形ABCと，裏側にあってそれと合同な 3角形はどちらも 3枚のス
イカの皮に含まれています．
ですから，6枚のスイカの皮の面積の合計は

(球面の表面積）+ 4 × (ABCの面積)

10



a

b

c

A
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C

図 10: 球面 3角形の面積を求める

ということになります．
上の式で，4 × (ABCの面積)がでてくるのは，3角形 ABCの面積が 3

重に覆われていて，したがって，その面積の 2倍ぶんだけ余計に計算されて
おり，同じことが裏側の 3角形についても言えるので，結局，3角形ABC

の面積の 4倍分が余計に計算されることになるからです．
スイカの皮は，角度Aのものが 2枚，角度Bのものが 2枚，角度Cのも

のも 2枚あったわけで，一般に角度 θのスイカの皮の面積が 2θであったこ
とことを考えると，計 6枚のスイカの皮の面積の合計は

4A + 4B + 4C

となります．これが，(球面の表面積）+ 4× (3角形ABCの面積)に等しい
ので，

4A + 4B + 4C = (球面の表面積）+ 4 × (ABCの面積)

= 4π + 4 × (ABCの面積)

両辺を 4で割って，次の公式が得られます：

(球面 3角形ABCの面積) = A + B + C − π

この式を見ると，球面 3角形の内角の和が πより大きい理由がわかりま

11



す．それは，球面 3角形の面積の分だけ大きかったわけです．

上の公式は球面上に描かれた n角形の面積の公式に拡張できます．
例えば，球面上の 4角形ABCDの面積を求めるには，それを 2つの球面

3角形ABCと ACDに分割して考えればよいのです．（図１１）

.clip.clip

a

bc
d

e

A
B

CD

図 11: 球面 4角形の面積を求める

図 11において，ABCについて面積の公式を適用すると

ABC = ∠CAB + B + ∠BCA − π

ACDに適用すると

ACD = ∠DAC + D + ∠ACD − π

この 2つの式を左辺同士，右辺同士を加えて

ABCDの面積 = A + B + C + D − 2π

が得られます．
一般の球面 n角形の場合は，次の面積の公式になります：

(球面 n角形の面積) = (球面 n角形の内角の和) − (n − 2)π
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オイラーの多面体定理

球面 n角形の面積の公式がわかったところで，有名なオイラーの多面体
定理を証明しておきましょう．これはトポロジーという数学の出発点となっ
た公式です．それは，正多面体と限らない一般的な多面体の表面が，いく
つかの多角形に分割されている状況に関する定理です．図 12を見てくださ
い．例えばここに，家の形をした多面体が描いてあります．この表面は，2

枚の 5角形と 5枚の 4角形，計 7枚の多角形に分割されています．

a

b

c

d

e

f

g

h

k

l

m

n

o

p

q

A B

C

D

E

F

G

H

K

L

図 12: 一般的な多面体

図 12の多面体の表面は 7枚の多角形の面に分割されていました．そのと
きできる辺（昔は「稜」と言った）の本数は，数えてみると 15本あります．
また，頂点の数は，10個です．これらの数から

(面の数) − (辺の数) + (頂点の数)

を計算してみましょう．図 12の場合には

7 − 15 + 10 = 2

となって，答えは 2です．じつは，どんな多面体でも，その表面がいくつか
の多角形に分割されているとき，次の公式が成り立ちます．これをオイラー
の多面体定理と言います．

(オイラーの多面体定理)

(面の数) − (辺の数) + (頂点の数) = 2
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この公式は 18世紀の半ばにオイラーという大数学者によって発見されま
した．オイラー先生はずいぶん苦労して証明を考えたようですが，いま，私
達は比較的簡単にこの公式を証明できます．
証明してみましょう．

まず，多面体の表面が全部で k枚の多角形で分割されているとして，そ
れらが，それぞれ

n1角形, n2角形, . . . , nk角形

であったとします．このとき，辺（稜）の数はいくつあるでしょう？
ni角形の周囲は ni本の辺で囲まれています．この数をみな足すと

n1 + n2 + . . . + nk

となりますが，これらは，辺の数の 2倍になっています．どの辺も両側から
２回数えられるからです：

n1 + n2 + . . . + nk = 2 × (辺の数)

この式は下で使います．
さて，この多面体の表面がゴム膜で出来ているとして，この中に空気を

入れてふくらませて見ましょう．そうすると，球面になります．(こういう
議論がトポロジー独特の考え方です．)この球面は，k枚の球面多角形で分
割されています．一つの球面 ni角形の面積は，前に求めた公式から

(球面 ni角形の面積) = (その ni角形の内角の和) − (ni − 2)π

です．この式を i = 1, 2, . . . , kについてひとつひとつ考えて，それらを左辺
同士，右辺同士で加えると．

(n1角形の面積) = (n1角形の内角の和) − (n1 − 2)π

(n2角形の面積) = (n2角形の内角の和) − (n2 − 2)π

· · · · · · · · ·
+) (nk角形の面積) = (nk角形の内角の和) − (nk − 2)π

球の表面積 = 2π × (頂点の数) − (n1 + n2 + . . . + nk − 2k)π

よって，
4π = 2π × (頂点の数) − (2 × (辺の数) − 2k)π
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ここで，
n1 + n2 + . . . + nk = 2 × (辺の数)

という関係式を使いました．
両辺を 2πで割って整理すると，

2 = (頂点の数) − (辺の数) + k

が得られます．k = (面の数)ですから，これでオイラーの多面体定理が証
明されました．

正多面体の分類

正 k面体というのは，k枚の正多角形から出来ている多面体です．それ
らの正多角形の面は全て合同な正多角形（正 n角形）でなければならず，ま
た，どの頂点のまわりにも同じ数の正多角形（p）が並んでいるものとしま
す．つまり，タイプが

(n, p)

の正多面体であるとしましょう．この正多面体にオイラーの多面体定理を
応用してみます．

まず，この多面体は正 k面体と仮定していますから，

(面の数) = k

です．辺（稜）の数は何本でしょう．各面は正 n角形と仮定してあり，その
ような正 n角形が k枚あるのですから，各面の周囲にある辺の総数は

kn

です．ところが，これは実際の辺の数の 2倍です．それは，前にもやったよ
うに，同じ辺が両側から 2回数えられているからです．よって次の式が得ら
れました．

(辺の数) =
1

2
kn

最後に頂点の個数を考えましょう．各面は正 n角形なので，各面の周囲に
は n個の頂点があります．面の数は全部で k枚ありますから，面の頂点の
総数は

kn
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です．ところが，今考えている正多面体では，各頂点のまわりに p枚の正多
角形が並んでいますから，各面の頂点の数を単純に合計した数を pで割った
ものが実際の頂点の数です：

(頂点の数) =
kn

p

これで，面の数，辺の数，頂点の数がわかったので，オイラーの多面体定理
を応用すると

k − 1

2
kn +

kn

p
= 2

両辺を knで割って移項すれば

1

n
+

1

p
=

1

2
+

2

kn
(2)

この右辺は 1
2
より大きいので

1

n
+

1

p
>

1

2

が成り立ちます．平面のタイル張りの場合と対比してまとめておきます．

正 k多面体の各頂点のまわりに，正 n角形が p枚ならんでいるとすると，

1

n
+

1

p
>

1

2

この不等式から，球面を（曲がった）正n多角形で敷き詰めるときの，タ
イプ (n, p)は上の不等式を満たさねばならないことが分かります．

5つの正多面体のタイプ

(3, 3), (4, 3), (3, 4), (5, 3) (3, 5)

は，どれも不等式
1

n
+

1

p
>

1

2

を満たしています．逆に，この不等式を満たす自然数の組 (n, p)は上の 5つ
の組しかないことが確かめられますので，皆さん挑戦してみてください．
それから，この 5つのタイプのひとつ一つに対する面の数 kは式 (2)を

使って求められます．たとえば，(n, p) = (3, 4)なら，(2)に代入して，

1

3
+

1

4
=

1

2
+

2

3k
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これから
1

12
=

2

3k

となり，これを解いて
k = 8

となります．つまり，タイプが (3, 4)の正多面体は正 8面体だったのです．

双曲平面のタイル張り

平面と球面のタイル張りがわかったところで，今度は双曲平面のタイル
張りについて考えてみましょう．双曲平面は 19世紀に「非ユークリッド幾
何学」を展開する平面として登場しました．はじめは単に仮想的な平面と
して受け取られていたようですが，いろいろな人により，双曲平面の「モ
デル」が作られてからは全く正当な数学的対象となりました．以下に紹介
するモデルはポアンカレによるものです．
まず，一つの円を描き，この内部だけを「双曲平面」という名の一種の

「平面」であると考えます．（図１３）

a

A

B

図 13: 双曲平面と「直線」

この円の周囲は無限に遠いところと思って，「双曲平面」には属していな
いと思います．双曲平面の上にひいた「直線」は図１３で見るように，双曲
平面の「周囲」と直角に交わる円弧です．ですから，今の私達のように，双
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曲平面の外から眺めていると，いかにも長さが限られて円弧のように見え
ますが，双曲平面の中に入ってみると，この円弧が，無限の長さの「直線」
になっています．
普通の平面では，「平行線の公理」が成り立ちます．つまり，ある直線AB

とその上にない一点Cが与えられたとき，Cを通って ABに交わらない直
線はただ 1本あって 1本に限ります．
ところが，双曲平面では，「直線」ABとその上にない点Cが与えられた

とき，Cを通ってABと交わらない「直線」が 2本以上あります．図１４を
見てください．ここに，点Cを通って「直線」ABと交わらない 2本の「直
線」が描いてあります．これらの「直線」は「直線」ABと円周上で交わっ
ているように見えますが，円周は「無限に遠いところ」なので，双曲平面
のなかでは，ABと交わらないのです．以後、「直線」を単に，直線，と括
弧なしで書きます．

a

b

c

A

B

C

図 14: 点 C を通って「直線」ABに平行な 2本の「直線」

図１４の 2本の直線は直線 ABに平行であるといます．点Cをとおる 2

本の直線の間の直線は全て直線ABと交わりません．このような直線はAB

に超平行であるといいます．
実は，このような双曲平面のなかの 3角形については，球面のときと反

対に，
内角の和が πより小さい

ということが証明できます．たとえば，極端な例ですが，図１５には，3つ
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の辺が全て平行な 3角形が描かれています．この 3角形の辺の長さは無限大
でみな平行です．「頂点」は便宜上，「無限の円周」上に描きましたが，この
円周は双曲平面に属さないので，頂点は実はありません．

a

b

c

A

B

C

図 15: ３辺が互いに平行な３角形

驚くべきことに，この３辺が互いに平行な３角形の面積は有限なのです．
しかも，このような３辺が互いに平行な３角形の面積はその３角形がどこ
に描かれていても一定なのです．そこで，いま，長さの単位をうまく選ん
で，この巨大３角形の面積の値が

π

になるようにしたとします．すると，双曲平面に描かれた一般の３角形ABC

の面積について，つぎのことが成り立ちます．

3角形ABCの面積 = π − (A + B + C)

図 15の巨大 3角形では 3つ角がみなゼロ（A = B = C = 0）なので，面
積は πになるわけです．また，内角の和が πより小さい理由もわかります．
双曲平面では，正 3角形でも，一つの角の大きさは 60◦(= π

3
)より小さく

なります．しかも，上の面積の公式からわかるように，その３角形が大きく
なればなるほど，角が小さくなって行きます．正 3角形３つの角はみな同じ
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a

b

c

A

B

C

図 16: 双曲 3角形の面積

大きさですが，２つの正 3角形について，一方の正 3角形の一つの角の大き
さともう一方の正 3角形の一つの角の大きさは同じでないかも知れません．
正 3角形の一つの角の大きさは決まっていないのです．
そこで，例えば，正 7角形についても，一つの角の大きさは決まってい

ません．大きい正 7角形であればあるほど，その角は小さくなって行きま
す．そこで，適当な大きさの正 7角形を描くと，一つの角の大きさがちょう
ど 120◦(= 2

3
π)であるように出来るでしょう．そうすると，そのような正 7

角形を使って双曲平面をタイル張りできます．1点の周りに正 7角形が 3枚
並んだようなタイル張りが可能です．つまり，タイプが

(7, 3)

のタイル張りが可能なわけです．（図１７）
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図 17: 双曲平面は正 7角形で敷き詰められる
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この (7, 3)は
1

7
+

1

3
<

1

2

を満たしていますが，一般につぎのことが成り立ちます．

双曲平面にタイプ (n, p)のタイル張りがあるための必要十分条件は

1

n
+

1

p
<

1

2

結論． 平面と球面と双曲平面のタイル張りを考えてきました．タイプ
(n, p)のタイル張りができるための条件は平面では

1

n
+

1

p
=

1

2

球面では
1

n
+

1

p
>

1

2

双曲平面では
1

n
+

1

p
<

1

2

であることがわかりました．このことと，平面，球面，双曲平面の「曲が
り方」を表す「曲率」が平面では 0、球面では 1, 双曲平面では−1になって
いることを考えると，タイル張りの様子と曲率の間にきれいな対応関係が
あることがわかると思います．
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