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1 概要
本稿の内容は，吉野雄二先生との共同研究に基づくものである．
剰余体 kの入射包絡の双対HomR(−, ER(k))をMatlis dualと呼ばれる．一方で，正準
加群 ωRでの双対 HomR(−, ωR)はmaximal Cohen-Macaulay加群の理論においてが大切
な役割を担っている．これらの双対に対して，条件つきではあるが，導来圏で自然な同型
を得ることができ，そのうえ一般化となる定理を導くことができた．さらに，圏論的な視
点からAuslander-Reiten dualityの一般化ができた．以上のことをまとめて報告する．

2 準備
以下，(R,m)を剰余体 kをもつ d次元の可換Noether局所環とする．

定義 2.1. M ̸= 0を有限生成 R加群とする．dimR M = depthR M が成り立つとき，M

をCohen-Macaulay(CM)加群という．環RがR加群として，CM加群となるとき，Rを
Cohen-Macaulay(CM)環という．また，有限生成R加群M が dimR = depthR M を満た
すとき，maximal Cohen-Macaulay(MCM)加群であるという．ここで，depthR Mは，M

正則列の長さの最大値を表す．

定義 2.2. IRが dualizing complexであるとは次を満たすときをいう．

1. IRは入射加群からなる有界な複体である．

2. IRのコホモロジーは全て有限生成である．

3. 自然な写像R → RHomR(IR, IR)は同型である．

さらに，dualizing complex IR が normalized dualizing complexであるとは，i < 0では
I i = 0であり，H0(IR) ̸= 0を満たすときにいう．

定義 2.3. M をR加群とする．

0 → N → Fi−1
di−1−−→ Fi−2 · · ·

d2−→ F1
d1−→ F0 → M → 0

をM の極小射影分解とする．このとき，N をM の i-th syzygyと呼び，N = Ωi(M)と表
す．ただし，Ω0(M) = M と定める．
さらに，Coker(HomR(d1, R))をM の transposeといい，Tr(M)とかく．
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定義 2.4. M,Nを有限生成R加群とする．P(N,M)をNからMへの準同型写像のうち，
自由加群を経由するような写像からなる集合とする．P(N,M)はHomR(N,M)の部分R

加群となる．このとき，

HomR(N,M) = HomR(N,M)/P(N,M).

また、EndR(M)をHomR(M,M)と表す．

補題 2.5 ([3]Lemma 3.9.). M,N を有限生成R加群とする．このとき，次の EndR(N)×
EndR(M)加群の同型を得る．

HomR(N,M) ∼= TorR1 (Tr(N),M)

定義 2.6. Mを有限生成とは限らないR加群とする．dimR/p ≥ nとなる素イデアル pに
対して，Mp = 0であるとき，dimSuppM ≤ n− 1と定義する．

3 主結果
以下，Rは normalized dualizing complex IRを持つとする．ModRをR加群のなす圏と
する．また，X ∈ D(ModR)に対して，X∨ = RHomR(X,ER(k)), X

† = RHomR(X, IR)

と表す．

定理 3.1. Y ∈ D−(ModR)に対して，i < 0のとき dimSuppH i(Y ) ≤ 0であるとする．こ
のとき，

τ>0(Y ∨)
∼−−→
nat

τ>0(Y †[d])

はD+(ModR)で自然な同型を与える．

定理 3.1の証明を同じようにすることで，より一般的な形を示すことができた．

定理 3.2. Y ∈ D−(ModR)に対して，i < 0のとき dimSuppH i(Y ) ≤ 1とする．このと
き，次の完全列を得られる．

HomR(H
−1(Y ), Id−1

R ) −−−→ H1(Y ∨) −−−→ Hd+1(Y †) −−−→

HomR(H
−2(Y ), Id−1

R ) −−−→ H2(Y ∨) −−−→ Hd+2(Y †) −−−→

· · · · · · · · · · · · · · ·

HomR(H
−i(Y ), Id−1

R ) −−−→ H i(Y ∨) −−−→ Hd+i(Y †) −−−→

HomR(H
−i−1(Y ), Id−1

R ) −−−→ H i+1(Y ∨) −−−→ Hd+i+1(Y †) −−−→

· · · · · ·

さらに，定理 3.1から，導来圏を使った方法でAuslander-Reiten dualityと呼ばれる次
の定理に証明を与えことができ，その上，Auslander-Reiten dualityの一般化を得ること
ができた．
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定理 3.3. [3, Lemma 3.10(Auslander)] RはCM環であり，正準加群ωRをもつような環と
する．M,NをMCMR加群とする．さらに，Mを punctured spectrumで freeとする．（す
なわち，極大イデアルでない素イデアル pに対して，Mpは自由 Rp加群であるとする．）
このとき，次の同型が成り立つ．

ExtdR(HomR(N,M), ωR) ∼= Ext1R(M, τN)

ここで，τN = HomR(Ω
d(Tr(N)), ωR)である．

定理 3.4. M,N をMCMR加群とする．dimR/p ≥ 2なる素イデアル pでの局所化Mpが
自由Rp加群であるとき，次の完全列を得る．

HomR(HomR(N,M), Id−1
R ) −→ HomR(N,M)∨ −→ Ext1R(M, τN) −→

HomR(HomR(N,Ω(M)), Id−1
R ) −→ HomR(N,Ω(M))∨ −→ Ext2R(M, τN) −→

· · · · · ·
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