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1 序文
pを素数とする。p進整数環Zpの (積に関する)可逆元全体の群をU と
表し、Un := 1 + pnZp (n ≥ 1)とおく。このとき、Unは U の正規部分
群となり、剰余群U/Unを考えることができる。U/Unの群構造について
は、「 U/Un ∼= U1/Un × F×

p , (Z/pn)× ∼= U/Un 」が成り立つ。さらに
U1/Unについては、p �= 2, n ≥ 1のとき、「 U1/Un ∼= Z/pn−1 」が成り立
ち、p = 2, n ≥ 2のとき、「 U1/Un ∼= Z/2n−2 × Z/2 」が成り立つ。
これらの結果を利用すると、p �= 2, n �= 1のとき、(Z/pn)×は可約であ
ることが分かる。さらに、2以上の任意の整数mに対してmを素因数分
解することで、mを法とする既約剰余類群 (Z/m)×の群構造が分かる。
本論文では、2, 3, 4節で上に挙げた関係式を導出し、5節で (Z/m)×の
群構造を考察する。その際、「 (Z/m)×が巡回群になるためのmの必要
十分条件 」と「 (Z/m)×の指数 (元の最大位数) 」の 2つについて考え
た。そして 6, 7節では、指数に着目し、新しい問題として「(Z/m)×の指
数 nを与えた時のmの上限」について考えた。

最後になりますが、本論文を書くにあたって指導教官である松本眞先
生には多くの助言をいただき、大変お世話になりました。また、榎本彦
衛先生にもアドバイスをいただきました。この場を借りて厚く御礼申し
あげたいです。

2 定義と準備
この節では環Zpの定義とZpの性質についてみていく。

2.1 定義

pを素数とする。任意の自然数 n ≥ 1に対し An = Z/pnZとおく。Anは
pn を法とする Z の剰余環である。x, x′ ∈ Z , x ≡ x′ (mod pn)⇒ x ≡ x′

(mod pn−1) だから自然な仕方で環準同型

ϕn : An −→ An−1

が得られる。（すなわち、標準的射影 πn : Z � Anの元を x �→ xnと表し
たとき、ϕn は ϕn(xn) := xn−1 によって定義される写像である。) πn−1は
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全射より ϕnは全射である。また ϕnの核は pn−1Anである。
よって環準同型の列：

· · · −→ An −→ An−1 −→ · · · −→ A2 −→ A1

は射影系を成す。

定義 2.1. 上に定義された系 (An, ϕn)の射影的極限 (lim←−(An, ϕn))を p進
整数環と呼びZpと表す。

定義より

lim←−(An, ϕn) = {(· · · , xn, · · · , x1) ∈
∞∏
n=1

An | ϕn(xn) = xn−1(n ≥ 2)}

である。

注意 . Zp の元 x = (· · · , xn, · · · , x1), y = (· · · , yn, · · · , y1)に対して以下
のような二つの演算を考える。

x+ y := (· · · , xn + yn, · · · , x1 + y1) (1)

xy := (· · · , xnyn, · · · , x1y1) (2)

ϕn(xn + yn) = ϕn(xn) +ϕn(yn) = xn−1 + yn−1より x+ y ∈ Zpである。一
方、ϕn(xnyn) = ϕn(xn)ϕn(yn) = xn−1yn−1より xy ∈ Zpである。よって
上で定義した二つの演算によりZpに和 (1)、積 (2)が定義できる。

注意 . 上の２つの演算に関し、Zpは可換環になっている。特に加法逆元
については、x = (xn) ∈ Zpに対して、x′ := (−xn)とおけば−x = x′で
ある。(x+x′ = x′ +x = 0は明らか。また ϕn(−xn) = −ϕn(xn) = −xn−1

より x′ ∈ Zpが言える。)

命題 2.2. ZはZpの部分環である。

proof. x ∈ Zとすれば、ϕn(πn(x)) = πn−1(x)だから πを以下のように定
める。

π : Z −→ Zp, x �−→ (· · · , πn(x), · · · , π1(x))

π(x+ y) = (πn(x+ y)) = (πn(x) + πn(y)) = π(x) + π(y)

π(xy) = (πn(xy)) = (πn(x)πn(y)) = π(x)π(y)

π(1) = (πn(1)) = 1
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より πは環準同型。また、

kerπ = {x ∈ Z | (πn(x)) = (0)}

= {x ∈ Z | x ∈
∞⋂
n=1

kerπn}

= {x ∈ Z | x ∈ pnZ,∀n ≥ 1}
= 0

よって πは単射。ゆえZ ∼= π(Z) ⊂ ZpよりZはZpの部分環とみなせる。

2.2 Zpの性質

εn : Zp → Anを、Zpの元 x = (· · · , xn, · · · , x1)に第 n成分 xn ∈ Anを
対応させる写像とする。

命題 2.3.

0 −→ Zp
pn−→ Zp

εn−→ An −→ 0

は完全系列である。

proof. pによる乗法p : Zp → Zp, x �→ pxが単射であることを示す。ker p =

{0}を示せばよい。∀x ∈ ker pをとる。px = 0より ∀n ≥ 1に対して
pxn+1 = 0である。ゆえに xn+1 = pnyn+1 となる yn+1 ∈ An+1 がある。
ϕn+1(xn+1) = xn , ϕn+1(p

nyn+1) = 0だから ∀n ≥ 1, xn = 0となる。よっ
て x = 0となり、ker p ⊂ {0}が示された。ker p ⊃ {0}は明らか。ゆえに
ker p = {0}が言えた。pによる乗法が単射だから、その合成である pnに
よる乗法も単射である。

ker εn = pnZpを示す。
(⊃)を示す。
∀x = (xm) ∈ pnZpをとる。x = pny (y = (ym) ∈ Zp)と書けるので、

εn(x) = pnyn = 0となり x ∈ ker εnが言えた。
(⊂)を示す。
∀x = (xm) ∈ ker εnをとる。xn = 0よりZpの定義から ∀m < n, xm = 0

を得る。一方、∀m ≥ n+1に対してはxm ≡ 0 (mod pn)である。さてxm =

pnzm (zm ∈ Am) と書けるが、ここで ym−n := [zmのAm−nにおける像]と
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とり、y := (yk) (k = m − n) とおく。x が Zp の元であることと yk
の取り方から y は Zp の元である。さらに、zm ≡ ym (mod pm−n)より
pnzm = pnymが成り立つ。よって xm = pnymを得る。従って、

pny = ( · · · , pnyn+2, pnyn+1, pnyn, pnyn−1, · · · , pny1)

= ( · · · , pnyn+2, pnyn+1, 0, 0, · · · , 0)

= ( · · · , xn+2, xn+1, xn, xn−1, · · · , x1)

= x

ゆえに、x ∈ pnZpが言えた。

明らかに εnは全射である。

注意 . 命題 2.3で示された ker εn = pnZpより

{x = (xn) ∈ Zp | xn = 0} = pnZp (3)

である。

命題 2.4. Zp（またはAn）の元 xが（積に関して）可逆であるための必
要十分条件は xが pの倍数とは異なることである。

proof.

• Anの場合
xを An の可逆元とすると、xy = yx = 1なる y ∈ An が存在す
る。ϕ := ϕ2 ◦ · · · ◦ ϕn とおけば、ϕ : An → A1 を定め、明らか
に ϕは全射準同型である。特に、A1(= Fp) は体である。ϕ(xy) =

ϕ(x)ϕ(y), ϕ(1) = 1よりϕ(x)ϕ(y) = 1だが、もし xが pの倍数であ
れば、ϕ(x) = 0となり 0 = 1となってA1が体であることに矛盾す
る。よってAnの元 xが可逆ならば xは pの倍数ではない。

逆に、An の元 xが pの倍数でないとすると、ϕ(x) �= 0である。
A1 は体より y′ϕ(x) = 1なる y′ ∈ A1 が存在する。ϕは全射ゆえ
ϕ(y) = y′なる y ∈ Anが存在する。よって ϕ(xy) = 1となる。ゆ
えに xy + pz = 1となる z ∈ Anが存在する。従って、xy(1 + pz +

· · ·+ pn−1zn−1) = 1− pnzn = 1だから xはAnの可逆元である。(逆
元 y(1 + pz + · · ·+ pn−1zn−1)がある。)
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• Zpの場合

「x = (xn) ∈ Zpが可逆⇔∀n ≥ 1, xn ∈ Anが可逆」を示す。
(⇒)を示す。

x ∈ Zpが可逆より、xy = yx = 1なる y = (yn) ∈ Zpが存在する。
ゆえ ∀n ≥ 1に対して xnyn = ynxn = 1だから ∀n ≥ 1, xn ∈ Anは可
逆である。

(⇐)を示す。

∀n ≥ 1, xn ∈ Anは可逆より、x−1
n ∈ Anが存在する。x′ := (x−1

n ) ∈∏∞
n=1Anとおくと、xx

′ = x′x = 1 だからあとは x′ ∈ Zpを言えばよ
い。∀n ≥ 2に対しϕnは積に関しモノイド準同型なので、ϕn(x−1

n ) =

ϕn(xn)
−1 = x−1

n−1 となる。ゆえに x′ ∈ Zp が言えた。よって x =

(xn) ∈ Zpは可逆である。

以上のことから

x = (xn) ∈ Zpが可逆⇔ ∀n ≥ 1, xn ∈ Anは可逆
⇔ ∀n ≥ 1, xn ∈ Anは pの倍数でない

⇔ x1 �= 0

⇔ x = (xn) /∈ pZp (∵ (3))

命題 2.5. Zpの可逆元全体からなる群をU と表せば、Zpの零とは異なる
任意の元 xに対して一意的に u ∈ U, n ≥ 0が存在し、x = pnuと書ける。
（U の元は p進単数と呼ばれる。）

proof. x ∈ Zp, x �= 0ならば εm(x) = 0を成り立たせるmの最大元 nがあ
る。xn = 0だから (3)より x = pnu (u ∈ Zp)と書ける。このとき、もし
uが pの倍数だとすると、u = pu′ (u′ ∈ Zp)と書けるので x = pn+1u′で
ある。ところが εn+1(x) = εn+1(p

n+1u′) = 0となり nの最大性に反する。
従って、uは pの倍数ではないので U の元である。
また、xが pnu, pn

′
u′ (n, n′ ≥ 0, u, u′ ∈ U)と 2通りに表されたとする。

n > n′とする。pnu = pn
′
u′ゆえ pn = pn

′
u′u−1となる。pn

′
による乗法は

単射だから pn−n
′
= u′u−1が得られ、pn−n

′
/∈ U , u′u−1 ∈ U だから矛盾す

る。一方 n < n′とすると同様にして pn
′−n = uu′−1が得られ、矛盾する。
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ゆえに n = n′である。従って pnu = pnu′となるが pnによる乗法は単射
なので u = u′を得る。

定義 2.6. xをZpの 0とは異なる元とし、x = pnu と表す。整数 nは xの
p進付値と呼び、vp(x)と記す。

注意 . vp(0) = +∞とおく。

命題 2.7. x, y ∈ Zp, vp(xy) = vp(x) + vp(y)が成り立つ。

proof.

• x, y �= 0のとき

x = pn1u1, y = pn2u2(n1, n2 ≥ 0, u1, u2 ∈ U)と一意に書ける。よっ
て定義より vp(x) = n1, vp(y) = n2である。一方、xy = pn1+n2u1u2

で u1u2 ∈ U だから vp(xy) = n1 + n2 である。ゆえに vp(xy) =

vp(x) + vp(y)が成り立つ。

• xまたは yが 0のとき

vp(xy) = vp(0) = +∞ , vp(x) + vp(y) = +∞より vp(xy) = vp(x) +

vp(y)が成り立つ。

系 2.8. Zpは整域である。

proof. x, y ∈ Zp, xy = 0とする。vp(x) + vp(y) = vp(xy) = +∞ゆえ
vp(x) = +∞または vp(y) = +∞である。よって x = 0または y = 0と
なる。

3 単数群のフィルター付け
U = Z×

p を p 進単数群とする。

命題 3.1. 任意の n ≥ 1に対して Un := 1 + pnZpとおく。

1. ∀z ∈ Unに対して、zの表し方は一意である。
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2. Unは準同型 εn|U : U −→ (Z/pn)×の核である。

3. U/U1
∼= F×

p

4. Un/Un+1
∼= Z/p ,

�(U1/Un) = pn−1 (ただし n ≥ 1) , �(U2/Un) = pn−2 (ただし n ≥ 2)

1を示す

proof. z ∈ Unが 1 + pnx , 1 + pny (x, y ∈ Zp)と 2通りに表されたとする
と、1 + pnx = 1 + pnyより pn(x− y) = 0が成り立つ。Zpは整域であり、
pn �= 0より x− y = 0である。ゆえ x = yを得る。

2を示す

proof. εn : Zp → An は環の全射準同型である。ゆえに乗法に関してはモ
ノイド準同型だから εn((Zp)

×) ⊂ A×
n である。よって εnのUによる制限写

像 εn|U : U → A×
n が定まる。εnは全射ゆえ ∀xn ∈ A×

n について εn(x) = xn
なる x = (xm) ∈ Zpが存在する。xn ∈ A×

n ⇒ x1 �= 0 ⇒ ∀m ≥ 1, xm ∈
A×
m ⇒ x = (xm) ∈ Z×

p (= U) より、εn|U は全射である。

ker εn|U = Un を示す。
(⊃) を示す。
∀x ∈ Un をとる。x = 1 + pny (y = (ym) ∈ Zp) と書ける。εn|U(x) =

1 + pnyn = 1 より x ∈ ker εn|U が言えた。
(⊂) を示す。
∀x = (xm) ∈ ker εn|U をとると、xn = 1である。さて、x, 1 ∈ Zpより

x−1 ∈ Zpで、εn(x−1) = xn−1 = 0だから (3)よりx−1 = pny (y ∈ Zp)

と書ける。x = 1 + pny (y ∈ Zp)より x ∈ Unが言えた。

3を示す

proof. εn|U : U → A×
n は全射準同型。2より ker εn|U = Un だから Un � U

である。εn|U に群準同型定理を適用すると、U/Un ∼= A×
n より、

U/Un ∼= (Z/pn)× (4)
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を得る。特に n = 1 とすると、

U/U1
∼= (Z/p)× = F×

p (5)

を得る。

4を示す。

proof. 1よりUnの任意の元 zに対して、Zpの元 xが唯一つ定まる。従っ
て τ を以下のように定める。

τ : Un −→ Zp, z(= 1 + pnx) �−→ x

さて φを以下で定める。

φ : Un
τ−→ Zp

ε1−→ A1, z �−→ x �−→ x1 = (x (mod p))

n ≥ 1 のとき

φ((1 + pnx)(1 + pny)) = φ(1 + pn(x+ y) + p2nxy)

= φ(1 + pn(x+ y + p(pn−1xy)))

= x+ y + p(pn−1xy) (mod p)

= x+ y (mod p)

= x (mod p) + y (mod p)

= φ(1 + pnx) + φ(1 + pny)

より φ は準同型。
次に、kerφ = Un+1を示す。

(⊃)を示す。
∀z ∈ Un+1 をとる。z = 1 + pn+1x (x ∈ Zp) と書ける。φ(z) = φ(1 +

pn(px)) = px (mod p) = 0 より z ∈ kerφが言えた。
(⊂)を示す。
∀z ∈ kerφをとる。z = 1+pnx (x ∈ Zp)と書けるが、x1 = x (mod p) =

0だから (3)より x = py (y ∈ Zp)と書ける。よって

z = 1 + pnx

= 1 + pn+1y　 (y ∈ Zp)

9



となるので z ∈ Un+1が言えた。

従って ∀n ≥ 1 について Un+1 � Un である。また、明らかに φ は全射。
よって φ に群準同型定理を適用すると、Un/Un+1

∼= A1 より、

�(Un/Un+1) = p

を得る。これとラグランジュの定理より、n ≥ 1のとき

�(U1/Un) = �(U1/U2)�(U2/U3) · · · �(Un−1/Un)

= pn−1 (6)

同様に、n ≥ 2のとき

�(U2/Un) = �(U2/U3) · · · �(Un−1/Un)

= pn−2 (7)

を得る。

補題 3.2.

0
ψ1−−−→ A

ψ2−−−→ E
ψ3−−−→ B

ψ4−−−→ 0

を有限加法群の完全系列とし A,Bの位数 a, bは互いに素であるとする。
B′を x ∈ Eで bx = 0を満たすものの全体からなるEの部分集合としA

をEの部分群と見なすと、EはAとB′の直和であり、しかもB′はEの
部分群でBと同型であるような唯一のものである。

proof.

• B′がEの部分群になること

ψbを以下のように定める。

ψb : E −→ E, x �−→ bx

ψb(x+ y) = b(x+ y) = bx+ by = ψb(x) + ψb(y)より、ψbは準同型。
kerψb = {x ∈ E | bx = 0}より kerψb = B′である。よってB′はE

の (正規)部分群である。
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• E = A⊕B′であること

(A ∩B′ = {0}であること)

もし、x ∈ A ∩B′ならば、x ∈ Aより ax = 0 (∵ �(A) = a)である。
また x ∈ B′より bx = 0 (∵ B′の定義)である。仮定より a, bは互い
に素であるが、gcd(a, b) = 1 ⇔ ∃r,∃s ∈ Z s.t. ar + bs = 1に注意
すると、x = 1 · x = (ar+ bs)x = (ar)x+ (bs)x = r(ax) + s(bx) = 0

となる。よって、A ∩ B′ ⊂ {0}が示された。A ∩ B′ ⊃ {0}は明ら
か。ゆえにA ∩B′ = {0}が言えた。

(E = A+B′であること)

E ⊃ A+B′は自明なので、⊂を示す。
∀x ∈ Eをとると、 x = 1 · x = arx+ bsxと書ける。以下、bsx ∈ A
, arx ∈ B′を示す。∀y ∈ bE をとる。 y = be (e ∈ E)と書ける。
ψ3(y) = ψ3(be) = bψ3(e) , ψ3(e) ∈ Bより ψ3(y) = 0である。よっ
て、y ∈ kerψ3 だが kerψ3 = Imψ2 = ψ2(A) ∼= A (∵ ψ2は単射)より
y ∈ Aである。従って、bE ⊂ Aである。ところで、b(sx) ∈ bEだか
ら、bsx ∈ Aが言えた。一方、E/ kerψ3

∼= Imψ3 = B (∵ ψ3は全射)

より、�(B) = �(E/ kerψ3)である。�(E/ kerψ3) = �(E)/�(kerψ3) =

�(E)/�(Imψ2) = �(E)/�(A)だから �(E) = �(A) · �(B) = abを得る。
従って、abE = {0}である。ところで、b(arx) = r(abx) = r · 0 = 0

だから、arx ∈ B′が言えた。以上より、E ⊂ A+B′が示された。

• B′はBと同型であるような唯一のものであること

kerψ3|B′ = B′ ∩ kerψ3 = B′ ∩ Imψ2 = B′ ∩ A = {0}より ψ3|B′

は単射。一方、E = A ⊕ B′ だから �(E) = �(A) · �(B′)である。
�(E) = abより �(B′) = bを得る。よって、ψ3|B′ : B′ → B は単射
で、�(B′) = �(B)だから、ψ3|B′は全射である。従って、B ∼= B′であ
る。また、B′′ < E,B′′ ∼= BなるB′′があったとすると、�(B′′) = �(B)

だから �(B′′) = bを得る。よって bB′′ = {0}だから、B′′ ⊂ B′とな
る。しかし、�(B′) = bだからB′′ = B′となり一意性が言えた。

命題 3.3. Vn := {x ∈ U/Un | xp−1 = 1} とする。
このとき、U/Un = U1/Un × Vn であり、しかも Vn は U/Un の部分群で
F×
p と同型となる唯一のものである。
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proof. Un ⊂ U1 より図式

U
idU−−−→ U

qn

� q1

�
U/Un −−−→ U/U1

を可換にするような準同型 f̄ : U/Un −→ U/U1が唯一つ存在する。このと
き、f̄ は f̄(uUn) := uU1 (u ∈ U)により定義される。f̄ ◦qn = q1 ◦ idU = q1
で q1 が全射だから f̄ は全射準同型である。

Un �U で Un ⊂ U1, U1 < U だから U1/Un < U/Un である。よって自然
な単射準同型 ι : U1/Un ↪→ U/Un がある。

補題 3.2を次の完全系列に適用すればよい。

1 −−−→ U1/Un
ι−−−→ U/Un

f̄−−−→ U/U1 −−−→ 1 (8)

(8)が完全系列であることを示す。
f̄ は全準同型より U/U1 で完全。また、ι は単準同型より U1/Un で完
全。さらに、ker f̄ = {uUn | u ∈ U1} = Im(ι) より U/Un で完全。

さて、(5),(6)より �(U1/Un) = pn−1, �(U/U1) = p− 1で、gcd(pn−1, p−
1) = 1より補題 3.2の条件は成り立つ。従って、Vn := {x ∈ U/Un | xp−1 =

1}とおくと、補題 3.2より

U/Un = U1/Un × Vn (9)

であり、しかも VnはU/Unの部分群であって、F×
p (∼= U/U1) と同型であ

るような唯一のものである。

系 3.4. p を素数とする。

1. �((Z/pn)×) = pn−1(p− 1)

2. �{y ∈ (Z/pn)× | yp−1 = 1} = p− 1

注意 . 2は (Z/pn)×に yp−1 = 1となる yがちょうど p− 1個あることを意
味する。
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proof. (4)と (9)より
1. �((Z/pn)×) = �(U1/Un)�(Vn) = pn−1(p− 1)

2. �{y ∈ (Z/pn)× | yp−1 = 1} = �{x ∈ U/Un | xp−1 = 1} = �(Vn) = p−1

4 群U1の構造
補題 4.1. x ∈ Un − Un+1とし p �= 2のとき n ≥ 1 , p = 2のときは n ≥ 2

とすると xp ∈ Un+1 − Un+2である。

proof. 仮定により x = 1 + kpn (ただし、k ∈ Z×
p )。二項定理により

xp = (1 + kpn)p

= 1 +

(
p

1

)
kpn + · · ·+

(
p

r

)
(kpn)r + · · ·+ (kpn)p

= 1 + kpn+1 + · · ·+ kppnp

1 ≤ r ≤ p− 1とする。(
p

r

)
(kpn)r =

p(p− 1) · · · (p− r + 1)

r!
krpnr

=
(p− 1) · · · (p− r + 1)

r!
krpnr+1

二項係数は整数で pは素数であることに注意する。p | r!(p
r

)
, gcd(p, r!) = 1

だから p | (p
r

)
となる。従って、 (p−1)···(p−r+1)

r!
は整数で、また pの倍数で

はないので (p−1)···(p−r+1)
r!

は Z×
p の元である。ゆえに

(p−1)···(p−r+1)
r!

kr ∈ Z×
p

である。このことから 1 ≤ r ≤ p − 1のとき、vp(
(
p
r

)
(kpn)r) = nr + 1を

得る。

1. p �= 2 のとき
vp(

(
p
1

)
kpn) = n+1.一方n ≥ 1⇔ 2n+1 ≥ n+2だから 2 ≤ r ≤ p−1

のとき vp(
(
p
r

)
(kpn)r) = nr+1 ≥ n+2. また np > 2n = n+n ≥ n+1

より vp((kp
n)p) = np ≥ n+ 2.

2. p = 2 のとき
vp(

(
p
1

)
kpn) = n+ 1. また n ≥ 2⇔ 2n ≥ n+ 2 だから vp((kp

n)p) =

np ≥ n+ 2.
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以上より xp ≡ 1 + kpn+1 (mod pn+2). ゆえに xp ∈ Un+1 − Un+2.

命題 4.2. pを素数とする。

1. p �= 2, n ≥ 1のとき、U1/Un ∼= Z/pn−1

2. p = 2, n ≥ 2のとき、U2/Un ∼= Z/pn−2 , U1 = {±1} × U2

proof.

1. p �= 2, n ≥ 1 のとき

α ∈ U1−U2 をとる。補題4.1より αp ∈ U2−U3である。再び補題4.1

より αp
2 ∈ U3−U4である。以下同様にしていくと αp

i ∈ Ui+1−Ui+2

を得る。自然な射影 U1 � U1/Un の元を β �→ βn と書くことにする。
βn = 1⇔ β ∈ Un であることに注意すると、αpn−j

/∈ Un(2 ≤ j ≤ n)

, αp
n−1 ∈ Unだから

(αp
n−j

)n =

{
(αn)

pn−j �= 1 (2 ≤ j ≤ n)

(αn)
pn−1

= 1
(10)

ラグランジュの定理より ord(αn) | �(U1/Un)だが、(6)と (10) より
ord(αn) = pn−1である。さて、< αn >⊂ U1/Unだが、�(< αn >) =

pn−1 = �(U1/Un)より< αn >= U1/Unを得る。ゆえに U1/Un は αn
を生成元とする位数 pn−1の有限巡回群となる。したがって

Z/pn−1Z ∼= U1/Un (11)

が得られる。

2. p = 2, n ≥ 2 のとき

α ∈ U2−U3 をとる。先と同様の議論から今度は αp
i ∈ Ui+2−Ui+3 を

得る。自然な射影 U2 � U2/Un の元を β �→ βn と書くことにする。
βn = 1⇔ β ∈ Un であることに注意すると、αpn−j

/∈ Un(3 ≤ j ≤ n)

, αp
n−2 ∈ Unだから

(αp
n−j

)n =

{
(αn)

pn−j �= 1 (3 ≤ j ≤ n)

(αn)
pn−2

= 1
(12)
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ラグランジュの定理より ord(αn) | �(U2/Un)だが、(7)と (12) より
ord(αn) = pn−2である。さて、< αn >⊂ U2/Un だが、�(< αn >) =

pn−2 = ord(αn) より< αn >= U2/Unを得る。ゆえに U2/Un は αn
を生成元とする位数 pn−2(= 2n−2)の有限巡回群となる。したがって

Z/2n−2Z ∼= U2/Un (13)

が得られる。

次に {±1} × U2
∼= U1 を示す。

{±1}, U2 �U1である。p = 2 のとき U1 = U だから ψを以下のよう
に定める。

ψ : {±1} × U2 −→ U1, (ε, u) �−→ εu

∀x ∈ U1 をとると x ≡ 1 or −1 (mod 4).

(a) x ≡ 1 (mod 4) のとき
x ∈ U2 だから (1, x) ∈ {±1} × U2 をとれば 1 · x = x.

(b) x ≡ −1 (mod 4) のとき
−x ≡ 1 (mod 4) より −x ∈ U2 だから (−1,−x) ∈ {±1} × U2

をとれば (−1) · (−x) = x.

よって ψ は全射。

また {±1} ∩ U2 = {1}.
以上より

{±1} × U2
∼= U1 (14)

が示された。

5 (Z/m)×の群構造
この節では、前節までのことを利用して (Z/m)× の群構造を考える。
ただし m ≥ 2 で考える。ここで利用する最小公倍数や最大公約数につい
ては付録を参照されたい。

定義 5.1. 群Gに対し、Gの元の最大位数をGの指数と呼ぶ。
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補題 5.2. r ≥ 2 とし、G1, · · · , Grを有限群とする。
このとき、G1 × · · · ×Grの任意の元 (g1, · · · , gr)に対して

ord(g1, · · · , gr) = lcm(ord(g1), · · · , ord(gr))である。
proof.

(g1, · · · , gr)m = (e1, · · · , er)⇔ (g1
m, · · · , grm) = (e1, · · · , er)

⇔ g1
m = e1, · · · , grm = er

⇔ ord(g1) | m, · · · , ord(gr) | m
⇔ mは ord(g1), · · · , ord(gr)の公倍数

さて、ord(g1, · · · , gr) := min{m ∈ N | (g1, · · · , gr)m = (e1, · · · , er)}より
ord(g1, · · · , gr) = lcm(ord(g1), · · · , ord(gr))を得る。

補題 5.3. r ≥ 2とする。
Z/n1 × · · · × Z/nrの指数は lcm(n1, · · · , nr)である。

proof. ∀(x1, · · · , xr) ∈ Z/n1× · · · ×Z/nrをとる。ラグランジュの定理よ
り ord(x1) | n1, · · · , ord(xr) | nrだから

lcm(ord(x1), · · · , ord(xr)) | lcm(n1, · · · , nr)

となる。従って、

ord(x1, · · · , xr) = lcm(ord(x1), · · · , ord(xr))
≤ lcm(n1, · · · , nr)

を得る。一方、Z/niの生成元をaiとするとord(a1, · · · , ar) = lcm(n1, · · · , nr)
だから指数は lcm(n1, · · · , nr)である。

補題 5.4. Z/n1 × · · · × Z/nr が巡回群であるための必要十分条件は、
n1, · · · , nrが pairwiseに互いに素であることである。

proof. n1, · · ·nrが pairwiseに互いに素であるとする。

niと nj (i �= j)が互いに素

⇔ ∃x,∃y ∈ Z s.t. nix+ njy = 1

⇔ (ni) + (nj) = Z

16



ゆえに

n1, · · · , nrが pairwiseに互いに素

⇔ (n1), · · · , (nr)が pairwiseに互いに素

である。従って中国式剰余定理より、

Z/
r⋂
i=1

(ni) ∼= Z/(n1)× · · · × Z/(nr)

を得る。また仮定より
⋂r
i=1(ni) = (lcm(n1, · · · , nr)) = (n1 · · ·nr) だから

Z/(n1 · · ·nr) ∼= Z/(n1)× · · · × Z/(nr) (15)

を得る。ゆえに Z/n1 × · · · × Z/nrは巡回群である。

逆にZ/n1 × · · · ×Z/nrが巡回群とする。このとき niと nj が互いに素
でないような i,jが存在したとすると、

Z/n1 × · · · × Z/nrの指数 = lcm(n1, · · · , nr) < n1 · · ·nr
となる。これは矛盾。(もし巡回群なら、生成元となる元の位数は n1 · · ·nr
であるが、上で見たように Z/n1×· · ·×Z/nrにはそのような元はない。)

さて、前節までのことを利用すると

1. p �= 2, n ≥ 1 のとき
(4) , (9) , (11)より

(Z/pn)× ∼= U1/Un × Vn
∼= Z/pn−1 × Z/p− 1　 (∵ Vn ∼= F×

p
∼= Z/p− 1)

2. p = 2, n ≥ 2 のとき
(4) , (9) , (13) , (14)より

(Z/pn)× ∼= U1/Un × Vn
∼= ({±1} × U2/{1} × Un)× Vn
∼= ({±1}/{1} × U2/Un)× Vn(∵ {1} � {±1}, Un � U2)

∼= ({±1} × U2/Un)× {1}　 (∵ Vn ∼= F×
2 = {1})

∼= Z/2× Z/2n−2
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以上より

(Z/pn)×



∼= Z/pn−1 × Z/p− 1 (p �= 2, n ≥ 1)

∼= Z/2n−2 × Z/2 (p = 2, n ≥ 2)

= {1} (p = 2, n = 1)

(16)

が得られる。
さらに、p �= 2, n ≥ 1 のときは、gcd(pn−1, p− 1) = 1 だから

Z/pn−1 × Z/p− 1 ∼= Z/pn−1(p− 1) (17)

より巡回群となる。
従って、m の素因数分解を p1

e1p2
e2 · · · pses (p1, p2, · · · , psは相異なる素

数)とすると (15)と各 Z/pi
ei
が積に関しモノイドであることから

(Z/m)× = (Z/p1
e1p2

e2 · · · pses)×

∼= (Z/p1
e1 × Z/p2

e2 × · · ·Z/pses)×

= (Z/p1
e1)× × (Z/p2

e2)× × · · · × (Z/ps
es)× (18)

となり、以下 (16)により直積分解が続く。従って、(Z/m)×の群構造を調
べる際、(18)の群構造を調べてもよいことが分かる。

例 1.

(Z/15)× (Z/16)× (Z/20)×

= (Z/3 · 5)× = (Z/24)× = (Z/22 · 5)×

∼= (Z/3)× × (Z/5)× ∼= Z/24−2 × Z/2 ∼= (Z/22)× × (Z/5)×

∼= Z/2× Z/4 ∼= Z/4× Z/2 ∼= Z/2× Z/4

よって (Z/15)×, (Z/16)×, (Z/20)× の群構造は同型の違いを無視すれば同
じ構造のものと考えられる。また、指数は 4(= lcm(2, 4))である。

例 2.

(Z/17)× (Z/18)×

= Z/16 = (Z/2 · 32)×

∼= (Z/2)× × (Z/32)×

∼= {1} × (Z/3× Z/2)

∼= Z/3× Z/2

∼= Z/6　 (∵ gcd(3, 2) = 1)
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よって (Z/17)×, (Z/18)× は巡回群になる。また、指数はそれぞれ 16, 6

である。

さて、(Z/m)× の群構造関し次の主張を証明する。

主張 1. (Z/m)× が巡回群になるための必要十分条件はmが2, 4, 2pn, pn(p :

奇素数, n ≥ 1)となるときである。

proof. m の素因数分解を
∏s

i=1 pi
ei(pi :相異なる素数, ei ≥ 1, s ≥ 1) とす

る。(Z/m)× が巡回群であるとする。(16),(18)及び補題 5.4に注意する。

1. 2 � m のとき

各 pi は奇素数であるから、pi − 1は偶数である。もし、s > 1 とす
ると 1 ≤ i, j ≤ s (i �= j) について、gcd(pi − 1, pj − 1) �= 1 だから
(Z/m)× は巡回群にならない。よって s ≤ 1 であるべき。従って、
m = pe11 となる。このとき、(17)より (Z/m)× は巡回群になる。ゆ
え、2 � m のとき (Z/m)× が巡回群となるための必要十分条件は、
m = pe11 である。

2. 2 | m のとき
p1 = 2 とする。e1 > 2 とすると、gcd(2e1−2, 2) �= 1 だから e1 ≤ 2

であるべき。2 ≤ i ≤ s では pi は奇素数である。もし、s > 2 と
すると 2 ≤ i, j ≤ s(i �= j) について、gcd(pi − 1, pj − 1) �= 1 だか
ら s ≤ 2 であるべき。従って、m = 2, 2pe22 , 2

2, 22pe22 となるが (16)

より、

(a) m = 2 のとき
(Z/2)× = {1} より巡回群。

(b) m = 22 のとき
(Z/22)× ∼= Z/2 より巡回群。

(c) m = 2pe22 のとき
(Z/2pe22 )× ∼= {1} × Z/pe2−1

2 (p2 − 1) ∼= Z/pe2−1
2 (p2 − 1)

より巡回群。

(d) m = 22pe22 のとき
(Z/22p2

e2)× ∼= Z/2× Z/pe2−1
2 (p2 − 1)

gcd(2, p2 − 1) �= 1 より巡回群でない。
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以上より、2 | m のとき (Z/m)× が巡回群となるための必要十分条
件は、m = 2, 4, 2pe22 である。

次に、(Z/m)× の指数に関し次の主張を証明する。

主張 2. ∀m ≥ 3 について (Z/m)× の指数は偶数で、m = 2のとき指数
は 1である。

proof. m の素因数分解を
∏s

i=1 pi
ei(pi :相異なる素数, ei ≥ 1, s ≥ 1) とす

る。e := (Z/m)×の指数とおく。

1. 2 � m のとき
各 pi は奇素数であるから

e = lcm
1≤i≤s

(pi
ei−1, pi − 1)

p1 − 1 | e より 2 | eである。よって e は偶数。

2. 2 | m のとき
p1 = 2 とする。i ≥ 2 について pi は奇素数である。

(a) e1 ≥ 2 のとき

e = lcm
2≤i≤s

(2e1−2, 2, pei−1
i , pi − 1)

s に関わらず 2 | e だから指数は偶数。
(b) e1 = 1 のとき

i. s > 1 のとき
m = 2

∏s
i=2 p

e1
i より

e = lcm
2≤i≤s

(pi
ei−1, pi − 1)

p2 − 1 | eより 2 | eである。よって eは偶数。

ii. s = 1 のとき
m = 2 だから

(Z/2)× = {1}
ord(1) = 1 だから指数は 1である。
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6 (Z/m)×の指数を与えた時のmの上限(その１)

前節より、(Z/m)×のmを決めるとmを素因数分解することで、群構
造が分かり、同時に指数も分かるのであった。逆に指数を先に与えた場
合mのとりうる値について興味がいく。この節では指数を先に与えた時
に、mの上限について考察する。

指数を先に与えた時、mについて以下の主張を証明する。

主張 3. e := (Z/m)×の指数 とおく。このとき、
∀n ≥ 1,∃M(n) : nの関数 s.t. e ≤ n⇒ m ≤M(n).

(すなわち、(Z/m)×の指数 に上限 n を与えると、m は n による関数
で上からおさえられる。)

proof. e ≤ nを仮定する。もし、mの素因数に p > n+ 1なる pがあると
すると、このとき p ≥ 3より e ≥ p− 1 > nとなり仮定に反す。ゆえ

mの素因数は全て n+ 1以下であるべき (19)

mの素因数分解を
∏s

i=1 pi
ei(pi :相異なる素数, ei ≥ 1, s ≥ 1)とする。

1. n = 1のとき

主張 2よりmの上限は 2である。

2. n ≥ 2のとき

(a) mの素因数に 2が入っていない場合

mの素因数は全て奇素数である。n ≥ e = lcm
1≤i≤s

(pi
ei−1, pi − 1)

より n ≥ pi
ei−1, n ≥ pi − 1であるべき。

n ≥ pi
ei−1 ⇔ ei ≤ 1 + logpi

n⇒ ei ≤ 1 + log3 n
ei∈Z⇔ ei ≤ 1 + [log3 n]

n ≥ pi − 1⇔ pi ≤ n+ 1

一方、(piの数 ) = s ≤ ps − 2であるが (19)より s ≤ n − 1で
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あるべき。従って

m =
s∏
i=1

pi
ei

≤
s∏
i=1

(n+ 1)[log3 n]+1 = (n+ 1)([log3 n]+1)s

≤ (n+ 1)([log3 n]+1)(n−1)

(b) mの素因数に 2が入っている場合

p1 = 2とする。

n ≥ e =



lcm
2≤i≤s

(2e1−2, 2, pi
ei−1, pi − 1) (e1 ≥ 2)

lcm
2≤i≤s

(pi
ei−1, pi − 1) (e1 = 1)

(e1 ≥ 2)のとき

n ≥ 2e1−2より 2e1 ≤ 4nであるべき。i ≥ 2ではn ≥ pi
ei−1, n ≥

pi − 1だから ei ≤ 1 + [log3 n], pi ≤ n + 1であるべき。一方、
(piの数 ) = s ≤ ps − 1であるが (19)より s ≤ nであるべき。
従って

m = 2e1
s∏
i=2

pi
ei

≤ 4n
s∏
i=2

(n+ 1)[log3 n]+1 = 4n(n+ 1)([log3 n]+1)(s−1)

≤ 4n(n+ 1)([log3 n]+1)(n−1)

(e1 = 1)のとき

i ≥ 2では ei, piの条件は e1 ≥ 2のときと同じで、sの条件も同
じである。従って

m = 2
s∏
i=2

pi
ei

≤ 2
s∏
i=2

(n+ 1)[log3 n]+1 = 2(n+ 1)([log3 n]+1)(s−1)

≤ 2(n+ 1)([log3 n]+1)(n−1)
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さて

(n+1)([log3 n]+1)(n−1) < 2(n+1)([log3 n]+1)(n−1) < 4n(n+1)([log3 n]+1)(n−1)

だから、n ≥ 2のとき

M(n) := 4n(n+ 1)([log3 n]+1)(n−1)

とおけばm ≤M(n)となる。

ここでM(1) = 4である。4 > {n = 1のときのmの上限 }より ∀n ≥ 1に
対して e ≤ n ならば m ≤M(n)を得る。

主張 3で指数 nを決めるごとにmは上からおさえられることが分かっ
たので、n を与えたときの m の最大値を求めてみることにする。

主張 2よりm ≥ 3のとき、(Z/m)× の指数は常に偶数だったから、n =

2, 4, 6 について調べてみる。

〈n = 2 のとき m の最大値を求める 〉

主張 3よりm ≤M(2) = 24であることが分かっている。

1. m の素因数に偶素数 2 があるとする

p1 = 2 とおく。もし、e1 > 3 とすると (Z/2e1)× ∼= Z/2e1−2 × Z/2

より、Z/2e1−2 の元で位数が 2 より大きいものが存在してしまう。
よって e1 ≤ 3 であるべき。

(Z/23)× ∼= Z/2× Z/2 (位数 1,2の元がある)

(Z/22)× ∼= Z/2 (位数 1,2の元がある)

(Z/2)× = {1} (位数 1の元がある)

2. m の素因数に奇素数 pi があるとする。

もし、pi > 3 とすると Z/pi − 1 の元で位数が 2 より大きいもの
が存在してしまう。よって pi ≤ 3 であるべきだがこれを満たす
奇素数は 3 のみである。p2 = 3 とおく。もし、e2 > 1 とすると
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(Z/3e2)× ∼= Z/3e2−1 × Z/2 より Z/3e2−1 の元で位数が 2 より大き
いものが存在してしまう。よって e2 ≤ 1 であるべき。

(Z/3)× ∼= Z/2 (位数 1,2の元がある)

従ってmの素因数として考えられるのは 2, 3 でそれぞれの冪の上限は
3, 1 である。
さて

(Z/23)× × (Z/3)× ∼= Z/2× Z/2× Z/2

の指数は 2(= lcm(2, 2, 2)) より求める m は 24(= 23 · 3) である。

(Z/24)× ∼= Z/2× Z/2× Z/2

〈n = 4 のとき m の最大値を求める 〉

主張 3よりm ≤M(4) = 4 · 4 · 56 = 250000であることが分かっている。

1. m の素因数に偶素数 2 があるとする

p1 = 2 とおく。もし、e1 > 4 とすると (Z/2e1)× ∼= Z/2e1−2 × Z/2

より、Z/2e1−2 の元で位数が 4 より大きいものが存在してしまう。
よって e1 ≤ 4 であるべき。

(Z/24)× ∼= Z/22 × Z/2 (位数 1,2,4の元がある)

(Z/23)× ∼= Z/2× Z/2 (位数 1,2の元がある)

(Z/22)× ∼= Z/2 (位数 1,2の元がある)

(Z/2)× = {1} (位数 1の元がある)

2. m の素因数に奇素数 pi があるとする。

もし、pi > 5 とすると Z/pi − 1 の元で位数が 4 より大きいものが
存在してしまう。よって pi ≤ 5 であるべき。p2 = 3, p3 = 5 とおく。

もし、e2 > 2 とすると (Z/3e2)× ∼= Z/3e2−1 × Z/2 より Z/3e2−1 の
元で位数が 4 より大きいものが存在してしまう。よって e2 ≤ 2 で
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あるべき。ところが e2 = 2 のとき (Z/32)× ∼= Z/3× Z/2 ∼= Z/6 と
なるので位数が 4より大きいものが存在してしまう。よって e2 ≤ 1

であるべき。

(Z/3)× ∼= Z/2 (位数 1,2の元がある)

もし、e3 > 1 とすると (Z/5e3)× ∼= Z/5e3−1 × Z/4 より Z/5e3−1 の
元で位数が 4 より大きいものが存在してしまう。よって e3 ≤ 1 で
あるべき。

(Z/5)× ∼= Z/4 (位数 1,2,4の元がある)

従ってmの素因数として考えられるのは 2, 3, 5 でそれぞれの冪の上限は
4, 1, 1 である。
さて

(Z/24)× × (Z/3)× × (Z/5)× ∼= Z/4× Z/2× Z/2× Z/4

の指数は 4(= lcm(4, 2, 2, 4)) より求める m は 240(= 24 · 3 · 5) である。

(Z/240)× ∼= Z/2× Z/2× Z/4× Z/4

〈n = 6 のとき m の最大値を求める 〉

主張 3よりm ≤M(6) = 4 · 6 · 710であることが分かっている。

1. m の素因数に偶素数 2 があるとする

p1 = 2 とおく。もし、e1 > 4 とすると (Z/2e1)× ∼= Z/2e1−2 × Z/2

より、Z/2e1−2 の元で位数が 6 より大きいものが存在してしまう。
よって e1 ≤ 4 であるべき。

(Z/24)× ∼= Z/22 × Z/2 (位数 1,2,4の元がある)

(Z/23)× ∼= Z/2× Z/2 (位数 1,2の元がある)

(Z/22)× ∼= Z/2 (位数 1,2の元がある)

(Z/2)× = {1} (位数 1の元がある)
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2. m の素因数に奇素数 pi があるとする。

もし、pi > 7 とすると Z/pi − 1 の元で位数が 6 より大きいものが
存在してしまう。よって pi ≤ 7 であるべき。p2 = 3, p3 = 5, p4 = 7

とおく。

もし、e2 > 2 とすると (Z/3e2)× ∼= Z/3e2−1 × Z/2 より Z/3e2−1 の
元で位数が 6 より大きいものが存在してしまう。よって e2 ≤ 2 で
あるべき。

(Z/32)× ∼= Z/3× Z/2 (位数 1,2,3,6の元がある)

∼= Z/6

(Z/3)× ∼= Z/2 (位数 1,2の元がある)

もし、e3 > 2 とすると (Z/5e3)× ∼= Z/5e3−1 × Z/4 より Z/5e3−1 の
元で位数が 6 より大きいものが存在してしまう。よって e3 ≤ 2 で
あるべき。ところが e3 = 2のとき (Z/52)× ∼= Z/5×Z/4 ∼= Z/20と
なるので位数が 6より大きいものが存在してしまう。よって e3 ≤ 1

であるべき。

(Z/5)× ∼= Z/4 (位数 1,2,4の元がある)

もし、e4 > 1 とすると (Z/7e4)× ∼= Z/7e4−1 × Z/6 より Z/7e4−1 の
元で位数が 6 より大きいものが存在してしまう。よって e4 ≤ 1 で
あるべき。

(Z/7)× ∼= Z/6 (位数 1,2,3,6の元がある)

従ってmの素因数として考えられるのは 2, 3, 5, 7 でそれぞれの冪の上
限は 4, 2, 1, 1 である。

さて (Z/7)× × (Z/5)×は指数が 12(= lcm(6, 4))となるので不適。よっ
て、(2e1(≤4), 3e2(≤2), 5, 7)のうち (5, 7)を組み合わせない 3つ以下の組の直
積でmが最大となるものを調べる。
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(組が 2つのとき)

直積 指数 mの値

(Z/7)× × (Z/32)× 6(= lcm(6, 6)) 63

(Z/7)× × (Z/24)× 12(= lcm(6, 4, 2)) 不適

(Z/7)× × (Z/23)× 6(= lcm(6, 2, 2)) 56

(Z/5)× × (Z/32)× 12(= lcm(4, 6)) 不適

(Z/5)× × (Z/3)× 4(= lcm(4, 2)) 15

(Z/5)× × (Z/24)× 4(= lcm(4, 4, 2)) 80

(Z/32)× × (Z/24)× 12(= lcm(6, 4, 2)) 不適

(Z/32)× × (Z/23)× 6(= lcm(6, 2, 2)) 72

(Z/3)× × (Z/24)× 4(= lcm(2, 4, 2)) 48

(組が 3つのとき)

(2e1(≤4), 3e2(≤2), 7)の組の直積を考える。24 · 32 · 7 > 23 · 32 · 7 > 24 · 3 · 7
だが、上のことより (24, 7)の組は不適だから (24, 3e2(≤2), 7)の組も不適。

(2e1(≤4), 3e2(≤2), 5)の組の直積を考える。24 · 32 · 5 > 23 · 32 · 5 > 24 · 3 · 5
だが、上のことより (5, 32)の組は不適だから (2e1(≤4), 32, 5)の組も不適。

直積 指数 mの値

(Z/7)× × (Z/32)× × (Z/23)× 6(= lcm(6, 6, 2, 2)) 504

(Z/5)× × (Z/3)× × (Z/24)× 4(= lcm(4, 2, 4, 2)) 240

以上のことから求める m は 504 である。

(Z/504)× ∼= Z/2× Z/2× Z/6× Z/6

7 (Z/m)×の指数を与えた時のmの上限(その２)

前節より n = 2, 4, 6のとき、e ≤ nを満たすmの最大値はそれぞれ
24, 240, 504であった。このとき、指数はそれぞれ 2, 4, 6だからこれらの
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値は、e = nを満たすmの最大値である。この節では e = nを満たすm

の最大値についてその存在と値について考察する。

記号 . 群Gの指数を e(G)と表す。

記号 . prim(m) := {mの素因数 }
補題 7.1. G を有限アーベル群とする。
このとき、∀g ∈ G, ord(g) | e(G) である。

proof. e(G) = mとする。m = 1のときは、G = {1}より明らか。m ≥ 2の
ときを考える。a ∈ Gを Gの位数最大元とする。(すなわち、ord(a) = m

である。) ord(b) � m となる b ∈ G が存在したと仮定して矛盾を導く。
ord(b) = n(�= 1) とおく。

1. prim(n) � prim(m) のとき

このとき、p | n, p � m となる素数 p がある。n = pn′(∃n′ ∈ Z) と書
けるので、ord(bn

′
) = p である。G はアーベル群で gcd(p,m) = 1

だから ord(abn) = mp > m となって矛盾。

2. prim(n) ⊂ prim(m) のとき

prim(m) = {p1, · · · , pt} とする。m =
∏t

i=1 p
mi
i (mi ≥ 1), n =∏t

i=1 p
ni
i (ni ≥ 0, niのうち少なくとも一つは 0でない。) と書ける。

仮定より n � m だから nj > mj なる j が少なくとも１つ存在する。
(もし、∀i について ni ≤ mi となっていたら n | m となって矛盾。)∏

i�=j p
mi
i ,

∏
i�=j p

ni
i をそれぞれ m′, n′ とおくと、m = p

mj

j m′, n =

p
nj

j n
′ で pj � m′ , pj � n′ となる。ord(apj

mj
) = m′, ord(bn

′
) = pj

nj

で gcd(m′, pjnj) = 1 だから ord(apj
mj
bn

′
) = m′pjnj > m′pjmj = m

となって矛盾。

補題 7.2. r ≥ 2とし、G1, · · · , Grを有限アーベル群とする。このとき、
lcm(e(G1), · · · , e(Gr)) = e(G1 × · · · ×Gr) である。

proof. ord(g1) = e(G1), · · · , ord(gr) = e(Gr)とする。

lcm(e(G1), · · · , e(Gr)) = lcm(ord(g1), · · · , ord(gr))
= ord(g1, · · · , gr)
≤ e(G1 × · · · ×Gr)
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一方、ord(g1, · · · , gr) = e(G1×· · ·×Gr)とする。補題 7.1より、ord(g1) |
e(G1), · · · , ord(gr) | e(Gr)である。ゆえに、

e(G1 × · · · ×Gr）= ord(g1, · · · , gr)
= lcm(ord(g1), · · · , ord(gr))
≤ lcm(e(G1), · · · , e(Gr))

以上より、lcm(e(G1), · · · , e(Gr)) = e(G1 × · · · ×Gr) が示された。

系 7.3. e(G1 × · · · ×Gr) | n⇔ e(G1) | n, · · · , e(Gr) | n

proof. 補題 7.2より

e(G1 × · · · ×Gr) | n⇔ lcm(e(G1), · · · , e(Gr)) | n

であることから言える。

系 7.4. n ≥ 1とし、mの素因数分解を
∏s

i=1 pi
ei(pi : 相異なる素数, ei ≥

1, s ≥ 1)とする。このとき、e((Z/m)×) | nとなる必要十分条件は、全て
の iに対して e((Z/pi

ei)×) | nとなることである。

proof. (18)と系 7.3より明らか。

命題 7.5. n ≥ 1とし、M1(n) := max{m | e((Z/m)×) | n}とおく。この
とき、

M1(n) =
∏
p:素数

pµ(n,p)

ここに、

µ(n, p) =




1 if 　 p = 2, v2(n) = 0

v2(n) + 2 if 　 p = 2, v2(n) ≥ 1

vp(n) + 1 if 　 p �= 2, p− 1 | n
0 if 　 p �= 2, p− 1 � n

である。
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proof. 系 7.4より e((Z/m)×) | nを満たす最大のmは、e((Z/pµ)×) | n
を満たすような µ(≥ 1)が一つでもあるような全ての素数 pに対して、
µ(n, p) := max{µ | e((Z/pµ)×) | n}とおいたとき、pµ(n,p)の積をとった
値である。

1. p �= 2のとき

e((Z/pµ)×) = pµ−1(p− 1)より µ ≥ 1について

pµ−1(p− 1) | n⇔ p− 1 | n , pµ−1 | n

ゆえに

(a) p− 1 � nのとき

µ(n, p) = 0

(b) p− 1 | nのとき
pµ−1 | n⇔ µ− 1 ≤ vp(n)より µ(n, p) = vp(n) + 1

これより、 {
p− 1 � n⇒ µ(n, p) = 0

p− 1 | n⇒ µ(n, p) = vp(n) + 1

を得る。

2. p = 2のとき

e((Z/2µ)×) =




1 (µ = 1)

2 (µ = 2)

2µ−2 (µ ≥ 3)

より

e((Z/2µ)×) | n⇔




1 | n (µ = 1)

2 | n⇔ v2(n) ≥ 1 (µ = 2)

2µ−2 | n⇔ µ− 2 ≤ v2(n) (µ ≥ 3)
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従って、

v2(n) = 0⇒ µ(n, 2) = 1

v2(n) = 1⇒ µ(n, 2) = 3

v2(n) = 2⇒ µ(n, 2) = 4

v2(n) = 3⇒ µ(n, 2) = 5

v2(n) = 4⇒ µ(n, 2) = 6

...

である。これより、{
v2(n) = 0⇒ µ(n, 2) = 1

v2(n) ≥ 1⇒ µ(n, 2) = v2(n) + 2

を得る。

系 7.6. e((Z/m)×) | nを満たす任意のmに対して、m |M1(n)である。

proof. 命題 7.5より明らか。

系 7.7. n ≥ 1とする。
En := {m | e((Z/m)×) = n}, Dn := {m | e((Z/m)×) | n}とし、
M0(n) := maxEn,M1(n) := maxDnとおく。このとき、

1. e((Z/M1(n))×) = n⇒M1(n) = M0(n)

2. e((Z/M1(n))×) < n⇒M0(n)は存在しない

が成り立つ。

proof. ∀n ≥ 1に対して、2 ∈ DnだからDn �= φである。よって、∀n ≥ 1

に対して、M1(n)は存在する。

1. を示す。

e((Z/M1(n))×) = nとする。このとき、M1(n) ∈ Enである。もし、
m0 ∈ Enであってm0 > M1(n)となるものがあったとしたら、M1(n)

の最大性に反す。よって、∀m ∈ En,m ≤ M1(n)である。ゆえに、
M1(n) = M0(n)である。
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2. を示す。

e((Z/M1(n))×) < nとする。系 7.6より、∀m ∈ Dn,m |M1(n)であ
る。命題 7.5よりM1(n) =

∏
p:素数 p

µ(n,p) だから m =
∏

p:素数 p
η (η ≤

µ(n, p))と書ける。よって、∀m ∈ Dn, e((Z/m)×) ≤ e((Z/M1(n))×) <

nである。ゆえに、仮定の下では e((Z/m)×) = nを満たすmは存
在しない。従って、En = φとなりM0(n)は存在しない。

命題 7.5,系 7.7を利用して n = 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20 のとき、
M0(n),M1(n)を求めてみる。

• n = 2のとき

µ(n, 2) = v2(n) + 2 = 3

一方、2の約数は 1, 2より、p−1 | nとなる奇素数 pは 3のみである。

µ(n, 3) = v3(n) + 1 = 1

ゆえに、M1(2) = 23 · 3 = 24である。さて、(Z/24)×の指数は 2よ
り、M0(2) = 24である。

• n = 4のとき

µ(n, 2) = v2(n) + 2 = 4

一方、4の約数は 1, 2, 4より、p−1 | nとなる奇素数 pは 3, 5である。

µ(n, 3) = v3(n) + 1 = 1

µ(n, 5) = v5(n) + 1 = 1

ゆえに、M1(4) = 24 · 3 · 5 = 240である。さて、(Z/240)×の指数は
4より、M0(4) = 240である。
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• n = 6のとき

µ(n, 2) = v2(n) + 2 = 3

一方、6の約数は 1, 2, 3, 6より、p − 1 | nとなる奇素数 pは 3, 7で
ある。

µ(n, 3) = v3(n) + 1 = 2

µ(n, 7) = v7(n) + 1 = 1

ゆえに、M1(6) = 23 · 32 · 7 = 504である。さて、(Z/504)×の指数
は 6より、M0(6) = 504である。

• n = 8のとき

µ(n, 2) = v2(n) + 2 = 5

一方、8の約数は 1, 2, 4, 8より、p − 1 | nとなる奇素数 pは 3, 5で
ある。

µ(n, 3) = v3(n) + 1 = 1

µ(n, 5) = v5(n) + 1 = 1

ゆえに、M1(8) = 25 · 3 · 5 = 480である。

さて、
(Z/480)× ∼= Z/8× Z/2× Z/2× Z/4

より、指数は 8(=lcm(8,2,2,4))である。従って、M0(8) = 480であ
る。

• n = 10のとき

µ(n, 2) = v2(n) + 2 = 3
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一方、10の約数は 1, 2, 5, 10より、p− 1 | nとなる奇素数 pは 3, 11

である。

µ(n, 3) = v3(n) + 1 = 1

µ(n, 11) = v11(n) + 1 = 1

ゆえに、M1(10) = 23 · 3 · 11 = 264である。

さて、
(Z/264)× ∼= Z/2× Z/2× Z/2× Z/10

より、指数は 10(=lcm(2,2,2,10))である。従って、M0(10) = 264で
ある。

• n = 12のとき

µ(n, 2) = v2(n) + 2 = 4

一方、12の約数は 1, 2, 3, 4, 6, 12より、p − 1 | nとなる奇素数 pは
3, 5, 7, 13である。

µ(n, 3) = v3(n) + 1 = 2

µ(n, 5) = v5(n) + 1 = 1

µ(n, 7) = v7(n) + 1 = 1

µ(n, 13) = v13(n) + 1 = 1

ゆえに、M1(12) = 24 · 32 · 5 · 7 · 13 = 65520である。

さて、

(Z/65520)× ∼= Z/4× Z/2× Z/3× Z/2× Z/4× Z/6× Z/12

より、指数は 12(=lcm(4,2,3,2,4,6,12))である。従って、M0(12) =

65520である。

• n = 14のとき
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µ(n, 2) = v2(n) + 2 = 3

一方、14の約数は 1, 2, 7, 14より、p − 1 | nとなる奇素数 pは 3の
みである。

µ(n, 3) = v3(n) + 1 = 1

ゆえに、M1(14) = 23 · 3 = 24である。さて、(Z/24)×の指数は 2よ
り、M0(14)は存在しない。

• n = 16のとき

µ(n, 2) = v2(n) + 2 = 6

一方、16の約数は 1, 2, 4, 8, 16より、p − 1 | nとなる奇素数 pは
3, 5, 17である。

µ(n, 3) = v3(n) + 1 = 1

µ(n, 5) = v5(n) + 1 = 1

µ(n, 17) = v17(n) + 1 = 1

ゆえに、M1(16) = 26 · 3 · 5 · 17 = 16320である。

さて、

(Z/16320)× ∼= Z/16× Z/2× Z/2× Z/4× Z/16

より、指数は16(=lcm(16,2,2,4,16))である。従って、M0(16) = 16320

である。

• n = 18のとき

µ(n, 2) = v2(n) + 2 = 3
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一方、18の約数は 1, 2, 3, 6, 9, 18より、p − 1 | nとなる奇素数 pは
3, 7, 19である。

µ(n, 3) = v3(n) + 1 = 3

µ(n, 7) = v7(n) + 1 = 1

µ(n, 19) = v19(n) + 1 = 1

ゆえに、M1(18) = 23 · 33 · 7 · 19 = 28728である。

さて、

(Z/28728)× ∼= Z/2× Z/2× Z/9× Z/2× Z/6× Z/18

より、指数は18(=lcm(2,2,9,2,6,18))である。従って、M0(18) = 28728

である。

• n = 20のとき

µ(n, 2) = v2(n) + 2 = 4

一方、20の約数は 1, 2, 4, 5, 10, 20より、p− 1 | nとなる奇素数 pは
3, 5, 11である。

µ(n, 3) = v3(n) + 1 = 1

µ(n, 5) = v5(n) + 1 = 2

µ(n, 11) = v11(n) + 1 = 1

ゆえに、M1(20) = 24 · 3 · 52 · 11 = 13200である。

さて、

(Z/13200)× ∼= Z/4× Z/2× Z/2× Z/5× Z/4× Z/10

より、指数は20(=lcm(4,2,2,5,4,10))である。従って、M0(20) = 13200

である。
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以上を表にすると次のようになる。

n M1(n) M0(n)

2 24 24

4 240 240

6 504 504

8 480 480

10 264 264

12 65520 65520

14 24 存在しない

16 16320 16320

18 28728 28728

20 13200 13200

nを偶数としたとき、e((Z/m)×) = nを満たすmが存在しないような
nもあることが分かる。(例：n = 14)

8 付録 (最小公倍数と最大公約数について)

この付録は 5節で証明なしに使った、最小公倍数と最大公約数につい
てまとめたものである。

正の整数 a, b, c (ただし a, b, cのうち少なくとも一つは 2以上とする。)
に対し、{p1, p2, · · · , ps} := prim(a) ∪ prim(b) ∪ prim(c)とおく。このと
き、a =

∏s
i=1 pi

αi , b =
∏s

i=1 pi
βi , c =

∏s
i=1 pi

γi (αi, βi, γi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ s)

と書ける。

注意 . p1, p2, · · · , psの定義より ∀i, (αi, βi, γi) �= (0, 0, 0)である。

命題 8.1. 最小公倍数と最大公約数について以下が成り立つ。

1. gcd(a, b, c) =
∏s

i=1 p
min(αi,βi,γi)
i

2. lcm(a, b, c) =
∏s

i=1 p
max(αi,βi,γi)
i
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proof. ζi := min(αi, βi, γi), ηi := max(αi, βi, γi) とする。

1. d :=
∏s

i=1 pi
ζi とおく。

(a) d | a, d | b, d | cであること
ζi = min(αi, βi, γi) ≤ αiより p1

ζ1p2
ζ2 · · · psζs | p1

α1p2
α2 · · · psαs だか

ら d | a。以下同様に ζi ≤ βi, ζi ≤ γiだから d | b, d | cを得る。
(b) dが a, b, cの約数の中で最大であること

d′ | a, d′ | b, d′ | cを満たすかってな d′をとる。このとき、d′の素因数
において、p1, · · · , ps以外の素数は現れない。ゆえ d′ = p1

ζ′1p2
ζ′2 · · · psζ′s

とおくことができる。d′ | aより ζ ′i ≤ αiである。以下同様に ζ ′i ≤
βi, ζ

′
i ≤ γiである。従って、ζ ′i ≤ min(αi, βi, γi)より ζ ′i ≤ ζiとなる。

以上より d′ | dであるから d′ ≤ dが得られた。

2. l :=
∏s

i=1 pi
ηi とおく。

(a) a | l, b | l, c | lであること
αi ≤ max(αi, βi, γi) = ηiより p1

α1p2
α2 · · · psαs | p1

η1p2
η2 · · · psηs だ

から a | l。以下同様に βi ≤ ηi, γi ≤ ηiだから b | l, c | lを得る。
(b) lが a, b, cの公倍数の中で最小であること

a | l′, b | l′, c | l′ を満たすかってな l′ をとる。このとき l′ は必ず
p1, · · · , psを素因数にもつ。ゆえ l′ = p1

η′1p2
η′2 · · · psη′sps+1

η′s+1 · · · ptη′t
(ps+1, · · · , ptはp1, . . . psと異なる素数 , t ≥ s)の形をしている。a | l′
より αi ≤ η′i (1 ≤ i ≤ s)である。以下同様に βi ≤ η′i, γi ≤ η′i (1 ≤
i ≤ s)である。従って、max(αi, βi, γi) ≤ η′iより ηi ≤ η′i (1 ≤ i ≤ s)

となる。以上より l | l′であるから l ≤ l′が得られた。

定理 8.2. gcd(a, b, c) ≤ lcm(a, b, c) ≤ abc

proof. abc =
∏s

i=1 pi
αi+βi+γi である。従って、全ての iについて

min(αi, βi, γi) ≤ max(αi, βi, γi) ≤ αi + βi + γi

が成り立つことより言える。
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定理 8.3. gcd(a, b, c) = 1となる必要十分条件は、全ての iに対して、
{αi, βi, γi}のうち少なくとも一つは 0となることである。

proof. gcd(a, b, c) =
∏s

i=1 p
min(αi,βi,γi)
i より

gcd(a, b, c) = 1

⇔ ∀i,min(αi, βi, γi) = 0

⇔ ∀i, {αi, βi, γi}のうち少なくとも一つは 0

定理 8.4. lcm(a, b, c) = abc となる必要十分条件は、全ての iに対して、
{αi, βi, γi}のうち一つを除いて全て 0となることである。

proof. lcm(a, b, c) =
∏s

i=1 p
max(αi,βi,γi)
i より

lcm(a, b, c) = abc

⇔ ∀i,max(αi, βi, γi) = αi + βi + γi

⇔ ∀i, {αi, βi, γi}のうち一つを除いて全て 0

系 8.5. lcm(a, b, c) = abc であるための必要十分条件は、gcd(a, b) =

1, gcd(b, c) = 1, gcd(c, a) = 1 (すなわち a, b, cが pairwiseに互いに素) と
なることである。

proof. 定理 8.3と定理 8.4より

lcm(a, b, c) = abc

⇔ ∀i, {αi, βi, γi}のうち一つを除いて全て 0

※⇔ ∀i, [min(αi, βi) = 0,min(βi, γi) = 0,min(γi, αi) = 0]

⇔ gcd(a, b) = 1, gcd(b, c) = 1, gcd(c, a) = 1

※の同値を示す。
(⇒)は明らか。
(⇐)を示す。
∀i, [min(αi, βi) = 0,min(βi, γi) = 0,min(γi, αi) = 0]を仮定する。もし、
ある iがあって {αi, βi, γi}のうち 0でないものが 2つ以上あったとする
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と、[min(αi, βi),min(βi, γi),min(γi, αi)]のうち少なくとも一つは 0でなく
なる。これは仮定に反す。よって∀i, {αi, βi, γi}のうち一つを除いて全て 0

である。

系 8.6. lcm(a, b, c) < abcであるための必要十分条件は、gcd(a, b) �= 1ま
たは gcd(b, c) �= 1または gcd(c, a) �= 1 となることである。

proof. 系 8.5より

lcm(a, b, c) �= abc

⇔ gcd(a, b) �= 1または gcd(b, c) �= 1または gcd(c, a) �= 1

定理 8.7. a | n1, b | n2, c | n3 ならば lcm(a, b, c) | lcm(n1, n2, n3)

proof. {q1, q2, · · · , qs} :=
⋃3
i=1 prim(ni)とする。このとき、n1 =

∏s
i=1 qi

δi

, n2 =
∏s

i=1 qi
εi , n3 =

∏s
i=1 qi

µi (δi, εi, µi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ s)と書ける。
a | n1, b | n2, c | n3より、a =

∏s
i=1 qi

αi (αi ≤ δi), b =
∏s

i=1 qi
βi (βi ≤ εi),

c =
∏s

i=1 qi
γi (γi ≤ µi) となる。さて、

lcm(a, b, c) =
s∏
i=1

qi
max(αi,βi,γi)

lcm(n1, n2, n3) =
s∏
i=1

qi
max(δi,εi,µi)

であるが、αi ≤ δi , βi ≤ εi , γi ≤ µiより

max(αi, βi, γi) ≤ max(δi, εi, µi)

だから lcm(a, b, c) | lcm(n1, n2, n3) を得る。

注意 . 以上の命題、定理、系は整数 a1, · · · , ar (r ≥ 2)のときも同様にし
て示せる。
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