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代数閉体上定義されたK3曲面は Picard数が 22のとき，（Shiodaの意味で）超特異であるといわれ

る．超特異K3曲面は正標数においてのみ存在する．Y を標数 p > 0の代数閉体上定義された超特異

K3曲面とし，SY を Y の Néron-Severi格子とする．Artin [1]は，1 ≤ σ ≤ 10を満たす自然数 σが

存在して，SY の discriminant group S∨
Y /SY が階数 2σ の p-elementary なアーベル群となることを

示した．この σを Y のArtin不変量という．Ogus [10, 11] は，各素数 pに対し，Artin不変量 1の超

特異K3曲面が存在して，しかも同型を除き uniqueであることを示した（Rudakov-Shafarevichi [13]

も参照）．

与えられたK3曲面の自己同型群を求めることは重要な問題である．Vinberg [16]は Néron-Severi

格子に付随した双曲空間の幾何学を利用して，2つのPicard数 20の複素K3曲面の自己同型群を決定

した．金銅 [8]はNéron-Severi格子を階数 26の unimodular双曲偶格子Lに埋め込み，Conway [4]お

よび Borcherds [2, 3] による Lの fundamental rootsの記述を利用して generic な Jacobian Kummer

曲面の自己同型群を決定した．この方法は，

• Keum-金銅 [7]により，2つの楕円曲線の直積から得られる Kummer曲面に，

• Dolgachev-Keum [6]により Hessian 4次曲面に，

• Dolgachev-金銅 [5]により，標数 2における Artin不変量 1の超特異K3曲面に，

それぞれ適用された．

我々は標数 3における Artin不変量 1の超特異K3曲面の自己同型群の生成元の集合を求めた．標

数 3における Fermat 4次曲面

X := {w4 + x4 + y4 + z4 = 0} ⊂ P3

はArtin不変量 1の超特異K3曲面となり，そのNéron-Severi格子 SX は，X に含まれる 112本の直

線のクラスで生成される（Shioda [15]あるいはMizukami [12]を参照）．X の超平面切断のクラスを

h0 := [OX(1)] ∈ SX
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と書く．このときX の射影的自己同型群 Aut(X,h0)は，位数 13, 063, 680の有限群 PGU4(F9)であ

る. z = 1とおき，P3 のアフィン座標 (w, x, y)を考える．Table 1に記された，係数を

F9 = F3(i) = {0,±1,±i,±(1 + i),±(1 − i)}, i :=
√
−1,

にもつ (w, x, y)の多項式 F1j , F2j を考える．

Proposition 1. i = 1および 2に対し，有理写像

(w, x, y) 7→ [Fi0 : Fi1 : Fi2] ∈ P2

はX から P2 への次数 2の generically finiteな射 φi を与える．

射 φi の Stein分解を

X −→ Yi
πi−→ P2

とする．Bi ⊂ P2 を 2重被覆 πi : Yi → P2 の分岐曲線とする．正規曲面 Y1 および Y2 は ADE-特異

点のみをもつ．[x0 : x1 : x2]を P2 の同次座標とする.

Proposition 2. (1) Sing(Y1) の ADE-型は 6A1 + 4A2 であり，分岐曲線 B1 は f1 = 0で定義され

る．ここで

f1 := x0
6 + x0

5x1 − x0
3x1

3 − x0x1
5 − x0

4x2
2 + x0x1

3x2
2 + x1

4x2
2 + x0

2x2
4 + x1

2x2
4 + x2

6.

(2) Sing(Y2) の ADE-型は A1 + A2 + 2A3 + 2A4 であり，分岐曲線 B2 は f2 = 0で定義される．こ

こで

f2 := x0
5x1 + x0

2x1
4 − x0

4x2
2 + x0x1

3x2
2 + x1

4x2
2 − x0

2x2
4 − x0x1x2

4 − x1
2x2

4 − x2
6.

我々の主結果は次である．

Theorem 3. 2重被覆 πi : Yi → P2 から定まるX の位数 2の自己同型を gi とする．このときX の

自己同型群 Aut(X)は射影的自己同型群 Aut(X,h0) = PGU4(F9)および g1, g2 により生成される.

g1 は次のように明示的に記述される．

Theorem 4. Table 2に記された多項式

H1j(w, x, y) = H1j0(x, y) + H1j1(x, y)w + H1j2(x, y)w2 + H1j3(x, y)w3

を考える. このとき

(w, x, y) 7→ [H10 : H11 : H12 : H13] ∈ P3

で与えられる有理写像はX の位数 2の自己同型 g1 を与える．
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F10 = (1 + i) + (1 + i) w + (1 − i)x − y − (1 − i)wx − x2 + i wy + i xy − i y2 + (1 + i) w3 − i w2x

+ (1 + i)wx2 − i x3 + w2y + (1 + i)wxy + (1 + i)x2y − (1 − i) wy2 − (1 + i)xy2 + i y3

F11 = (1− i) − (1+ i) x− (1− i) y− (1− i)w2 − (1− i)wx− (1− i)x2 − (1+ i) wy− xy− (1+ i) y2

− w3 + (1− i) w2x + wx2 − i x3 − (1 + i)w2y − (1 + i) wxy + x2y − i wy2 − xy2 + (1− i) y3

F12 = (1 + i)w − i x − y − w2 − wx − i x2 − i xy + i y2 + i w3

− (1 + i)wx2 + i x3 − i w2y − wxy + (1 − i) wy2 + (1 + i) y3

————————————–

F20 = −1 − i w + (1 + i) x − y − (1 + i) w2 − wx − (1 − i)x2 − i wy + (1 + i)xy − (1 − i)w3

+ w2x − wx2 + x3 − w2y + (1 − i)wxy + x2y + (1 − i) wy2 + (1 − i)xy2 + (1 + i) y3

− w3x − i w2x2 − wx3 + w3y − (1 + i) w2xy − (1 − i) wxy2 + x2y2 − (1 − i) wy3

− (1 + i) xy3 − y4 + (1− i) w3x2 − i x5 + (1− i) w3xy + (1 + i) wx3y − i w3y2 + (1 + i)w2xy2

− (1 + i)wx2y2 + i x3y2 − w2y3 − (1 + i) wxy3 − (1− i) x2y3 + i wy4 + (1− i)xy4 + (1 + i) y5

F21 =−(1− i) + i w+(1− i) y−(1+ i)w2 + wx+(1+ i)x2 +(1+ i)wy−(1+ i) xy− i y2− w3 + i w2x

+(1+ i) wx2− x3−(1+ i)w2y−(1− i)wxy−(1− i) x2y− i wy2−(1+ i) xy2 + y3−(1− i)w3x

− wx3 + (1− i) x4 + (1− i) w3y + i w2xy + (1− i) wx2y − i x3y + (1− i)w2y2 + (1− i)wxy2

− (1+ i)x2y2 +(1− i)wy3 − i xy3 + i y4 + w3x2 + w2x3 +(1− i) wx4 − i x5 − i w3xy + w2x2y

+ (1 + i)wx3y + x4y + w3y2 − w2xy2 − wx2y2 + i w2y3 + (1 + i) wxy3 − i wy4 − i xy4 + y5

F22 = (1 − i) − (1 + i) w − (1 + i)x − (1 − i) y + i w2 − (1 + i) wx − (1 − i) x2 + i wy − (1 + i)xy

− w3 − i w2x− wx2 + x3 − (1− i)w2y + wxy + x2y + (1 + i)wy2 − (1 + i) xy2 − y3 + i w3x

− (1− i) w2x2 − wx3 − (1 + i)x4 + i w3y + w2xy + (1− i) wx2y − (1− i) w2y2 + (1 + i)wxy2

+ i wy3 + xy3 + (1− i) y4 − i w3x2 − (1 + i)wx4 + x5 − (1− i) w3xy − i w2x2y + (1 + i) wx3y

+(1− i)x4y− w3y2− (1+ i)w2xy2 + i wx2y2 + i x3y2− wxy3− (1− i) x2y3− wy4− xy4− y5

表 1: Polynomials F1j and F2j
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H100 = −1 − (1 − i) x − (1 − i) x2 − (1 + i) y2 − i x3 − (1 − i) xy2 + x4 − (1 − i) x3y

+ (1 + i) x2y2 + (1 + i) xy3 − (1 − i) y4 − (1 − i) x5 + (1 + i) x4y − (1 − i) x3y2 − i x2y3

− i xy4 + i y5 + i x6 − x5y − (1 + i) x4y2 − (1 + i) x3y3 + (1 + i) xy5 + (1 − i) y6

H101 = (1 + i) + x + (1 − i) y − i x2 − (1 + i) xy + i y2 + i x3 − x2y − i xy2 + y3 + x3y

+ (1 − i) x2y2 − (1 − i) xy3 + (1 − i) y4 + x5 + i x4y + x3y2 − i x2y3 + (1 − i) xy4 − (1 − i) y5

H102 = i + x + (1 + i) y + x2 + (1 + i) y2 + (1 + i) x3 − x2y − (1 + i) xy2

+ i y3 + (1 + i) x4 + (1 − i) x2y2 + xy3 + (1 + i) y4

H103 = (1 − i) − (1 − i) x + (1 − i) y − (1 + i) x2 − (1 − i) xy + (1 + i) x3 − (1 + i) y3

—————————————————————

H110 = −i + i x + y − (1 + i) x2 + xy − (1 − i) y2 − x3 − (1 − i) x2y + (1 + i) xy2 − y3

+ (1 + i) x4 − i x3y − (1 − i) x2y2 + xy3 + (1 − i) y4 − (1 + i) x5 + (1 − i) x4y + i x2y3

− (1 + i) xy4 − (1 + i) y5 − i x6 + (1 + i) x4y2 + (1 + i) x3y3 + (1 − i) xy5 − (1 − i) y6

H111 = −(1 − i) + x + (1 + i) y − (1 + i) x2 − i xy − i y2 + (1 − i) x3 − i x2y − y3 + (1 + i) x4

+ (1 − i) x3y − x2y2 + (1 + i) xy3 − i y4 + (1 − i) x5 + i x4y + (1 − i) x2y3 + (1 − i) xy4 − y5

H112 = −1 + (1 + i) y + x2 − (1 − i) xy − (1 + i) y2 − x2y + (1 + i) xy2

− (1 + i) y3 + (1 − i) x4 + (1 + i) x3y − (1 + i) x2y2 − xy3 − (1 + i) y4

H113 = (1 + i) − x + y + x2 − i y2 − (1 − i) x3 + i x2y − (1 − i) xy2 − i y3

—————————————————————

H120 = (1 + i) + (1 + i) x + (1 + i) y + (1 − i) x2 + y2 + (1 + i) x3 + (1 + i) x2y − i xy2 − y3 − (1 − i) x3y

+ (1 − i) x2y2 − (1 + i) xy3 + (1 − i) y4 + (1 − i) x5 − i x4y + (1 − i) x3y2 − (1 + i) x2y3

+ i xy4 − y5 + x6 − (1 + i) x5y − (1 − i) x4y2 + x3y3 − i x2y4 − (1 − i) xy5 + (1 − i) y6

H121 = i + x + xy − (1 + i) y2 + x3 − (1 + i) x2y − (1 − i) xy2 + (1 + i) y3 + x4 − (1 − i) x3y

− (1 − i) x2y2 + (1 + i) xy3 − (1 − i) y4 − (1 − i) x5 + (1 + i) x3y2 + (1 + i) x2y3 + (1 − i) y5

H122 = (1 − i) − x − (1 + i) y + i x2 − (1 − i) xy − (1 + i) y2 − x3 − (1 − i) xy2

− i y3 − (1 + i) x4 − (1 − i) x3y − (1 + i) x2y2 − xy3 + (1 + i) y4

H123 = 1 − (1 + i) x + (1 − i) y + x2 + i xy + i y2 − (1 + i) x3 + (1 − i) x2y − (1 + i) xy2 + (1 + i) y3

—————————————————————

H130 = −(1 − i) + i x + (1 + i) y − (1 + i) x2 + (1 − i) xy + (1 − i) y2 + x3 − (1 + i) x2y + i xy2

+ i y3 − (1 + i) x4 + i x3y + x2y2 − (1 + i) y4 + (1 + i) x5 − (1 − i) x4y + (1 − i) x3y2 − x2y3

− (1 + i) y5 − (1 + i) x6 − (1 − i) x5y − (1 + i) x4y2 + i x3y3 + i x2y4 + i xy5 + (1 + i) y6

H131 = −1 − x + (1 + i) y − (1 − i) x2 + (1 + i) xy − i y2 − (1 + i) x3 − i x2y − xy2 + i y3

− x4 − x3y + xy3 − (1 + i) y4 − (1 + i) x5 + x4y + (1 − i) x3y2 − i x2y3 + (1 + i) xy4

H132 = (1+ i) + i x+ y− x2 + xy + y2 + i x3 − (1− i) x2y− (1+ i) xy2 − (1− i) x4 − x2y2 − i xy3 − (1− i) y4

H133 = i − y + x2 + (1 + i) xy − (1 − i) y2

表 2: Polynomials H1j
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位数 2の自己同型 g2 についても同様の記述があるが，多項式が巨大すぎるのでここに記載するこ

とはできない．

証明の概略は以下の通りである．

SX は階数 26の unimodular 双曲偶格子 Lに埋め込みことができる．その直交補空間は 2A2 型の

ルート格子となる．ローレンツ計量の入った空間 SX ⊗ R において

{x ∈ SX ⊗ R |x2 > 0}

は 2つの連結成分をもつ．このうち h0 を含むほうを P(X)と書く. 我々は，L ⊗ Rにおける鏡映群

の fundamental domainを S ⊗ Rに制限することにより，P(X) の closed chamber DS0 で次の性質

を持つものを求めた．

1. DS0 は h0 を内点に持つ．

2. DS0 は Aut(X,h0)の作用で不変.

3. v ∈ SX が nefなら, ある γ ∈ Aut(X) が存在して vγ ∈ DS0.

4. v, v′ ∈ SX が nefで，DS0の interiorに含まれているとする．このとき v′ = vγなる γ ∈ Aut(X)

が存在するのは v′ = vτ なる τ ∈ Aut(X,h0) が存在するときに限る．

この chamber DS0 は P(X) において有限枚の超平面で boundされている．Aut(X,h0)はこれらの

超平面の集合の上に作用し，その軌道は 3個ある．軌道を o112, o648, o5184 と書くと，これらはそれ

ぞれ 112, 648, 5184枚の超平面を含む．軌道 o112に含まれる超平面はX に含まれる 112本の直線の

クラスの直交補空間であり，したがってX の nef coneの境界ともなっている．位数 2の自己同型 g1,

g2 はそれぞれ，o648, o5184 にふくまれる超平面H1,H2 の反対側にDS0 を移す．

射 φ1 : X → P2 および φ2 : X → P2 を与える X の次数 2の偏極は，超平面 H1 および H2 の上に

あるノルム 2のベクトルを網羅的に探索することにより発見した．SX は 112本の直線のクラスで生

成されており，これらの直線の定義方程式は容易にわかる．偏極が SX の元として与えられていれば，

112本の直線のクラスの線形和として書けるので，対応する直線束の大域切断の空間の基底を (w, x, y)

の有理式の形に求めることができる．

証明の詳細は, プレプリント [9]を見ていただきたい．実際の計算においてはプレプリント [14]に

おいて開発した各種アルゴリズムと計算機プログラムを使用した．
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