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代数閉体 kの上で考える．Y を normalなK3曲面とし，f : X → Y をminimal resolution
とする．Y の特異点は有理 2重点である ([1, 2, 4])．Y 上の有理 2重点の ADE-型を RY =∑
alAl +

∑
dmDm +

∑
enEn とし，全Milnor数 µ(Y )を

µ(Y ) :=
∑

all +
∑

dmm+
∑

enn

により定義する．すなわち，µ(Y )は f により一点につぶされる (−2)-曲線の本数である．
これらの (−2)-曲線の classesは X の Picard 格子 SX のなかで負定値の部分格子を生成す

るから，µ(Y )は SX のランクよりも小さい．特に kの標数が 0ならば µ(Y ) ≤ 19である．
一方，kが正標数ならば µ(Y ) ≥ 20となる例が存在する (Dolgachev-Kondo [6])．
我々は，全Milnor数が 21となるK3曲面上の有理 2重点の configurationsをすべて分

類した．応用として，Ito [9, 11, 12]の諸結果を拡張し，K3曲面上に入る extremalな (準)
楕円 fibrationsの構造をすべて決定した．

1 主結果

ADE-型とは，Al (l ≥ 1), Dm (m ≥ 4), En (n = 6, 7, 8) の形式的な有限和のことであ
る．ADE-型

R =
∑

alAl +
∑

dmDm +
∑

enEn

に対し，そのランクを

rank(R) :=
∑

all +
∑

dmm+
∑

enn

と定義する．

すべてのベクトルのノルムが偶数の格子を偶格子という．Q(R)により，交叉行列が ADE-
型 Rをもつカルタン行列 (の符号を逆転させたもの) で与えられる負定値偶格子をあらわ
す．T を負定値な偶格子とする．v2 = −2となる v ∈ T を T の rootという．Roots(T )に
より T の roots全体のなす集合をあらわし，Trootsにより Roots(T )で生成される T の部

分格子をあらわす．Roots(T )はタイプ ADE のルート系をなす ([5, 7])．その ADE-型を
Σ(T )と書く．すなわち，Σ(T )は Troots

∼= Q(Σ(T ))となる ADE-型である．
Y を全Milnor数が 21の normalなK3曲面とし，RY を Y 上の有理 2重点の ADE-型，

f : X → Y を minimal resolusionとする．X は超特異 K3曲面になる．X の Picard格
子 SX は符号 (1, 21)の偶格子である．Artin [3]は，SX の discriminantが −p2σX と書け

ることを示した．ここで，pは基礎体の標数であり，σX は 1 ≤ σX ≤ 10をみたす整数で
ある．σX は X の Artin不変量と呼ばれる．Artin [3], Rudakov-Shafarevich [17] および
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Shioda [21]により，任意の素数 pおよび 1 ≤ σ ≤ 10をみたす整数 σに対し，標数 pの体

上定義された Artin不変量 σの超特異K3曲面が存在することが示された．
fにより一点につぶされる (−2)-曲線の classesが SXのなかで生成する部分格子を Tf と

書く．定義により，Tf は Q(RY )と同型である．SX における Tf の直交補空間 T⊥
f の生成

元を hY とし，

nY := h2
Y

とおくと，nY は正の偶数になる．

ランクが 21の ADE-型 R，正の偶数 n，および 1 ≤ σ ≤ 10なる整数 σのなす三つ組

(R,n, σ)を考える．

命題 1 三つ組 (R,n, σ)に対する次のふたつの条件は同値である．
(1) 標数 pにおいて，全Milnor数 21の normal K3曲面 Y で (RY , nY , σX) = (R,n, σ)

となるものが存在する．

(2)標数 pにおけるArtin不変量σの任意の超特異K3曲面Xは，(−2)-曲線の contraction
f : X → Y で，RY = R, nY = nとなるものを持つ． �

定義 2 上記の条件を満たすとき，三つ組 (R,n, σ)は標数 pで実現可能であるという．

定理 3 標数 pで実現可能な三つ組のリストは，この論説の後ろの部分にある Table RDP
で与えられる． �

系 4 全Milnor数 21の normal K3曲面は，標数 p ≤ 19のとき，およびそのときに限り存
在する． �

全Milnor数 21の normal K3曲面が存在すれば p ≤ 19であることは，Goto [8]の結果か
らも従う．

このリストのなかで特に興味深いのは，標数 2における 10個の三つ組 (21A1, 2, σ) (σ =
1, . . . , 10)である．Dolgachev-Kondo [6]において次の事実が指摘されている．標数 2にお
いて，ある 6次同次多項式 G(x, y, z)により

w2 = G(x, y, z)

で定義される normalなK3曲面 YGを考える．これは P2の純非分離被覆だから，YGは超特

異K3曲面になる．ΩP2(6)の大域切断 dGが 21個の孤立した零点しかもたなければ , YGは

21A1をもつ．(次数が 6で標数が 2だから，同次座標系をひとつ定めれば dGは well-defined
である．) 特に Gを generalにとればこの条件は満たされる．Dolgachev-Kondo [6]は，YG

の Artin不変量が 1となる 6次同次多項式G(x, y, z)を構成した．また，Gを generalにと
れば YGの Artin不変量は 10となることがわかる．標数 2において，三つ組 (21A1, 2, σ)
がすべての Artin不変量 σ = 1, . . . , 10に対して実現可能であることを用いて，次が証明さ
れる．
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命題 5 標数 2の任意の超特異K3曲面Xに対し，ある 6次同次多項式Gで次の性質を持

つものが存在する．

(i) YGの特異点は 21A1．

(ii) 21本の (−2)-曲線の contraction X → YGが存在する． �

この命題は，標数 2における超特異K3曲面の単有理性 (Rudakov-Shafarevich [17]) の別
証明を与える．

2 応用

X を K3曲面とする．次の二つの条件をみたす射 φ : X → P1を (準)楕円 fibrationと
いう．

(i) φの general fiber F は pa(F ) = 1なる既約かつ被約な曲線である．
(ii) 切断 O : P1 → Xが存在する．

F が非特異のとき φは楕円 fibrationであるといい，F が特異点を持つとき φは準楕円

fibrationであるという．準楕円 fibrationは標数 2および 3においてしか存在しない．

(準)楕円 fibration φ : X → P1の切断全体のなす集合は，Oを単位元とする abel群の構
造をもつ．この群を φのMordell-Weil群といい，MWφと記す．Tφを，切断 Oの像およ

び φ(C)が一点となる既約曲線 Cの classesで生成される SX の部分格子とする．

定理 6 (Shioda [22], Ito [9]) Mordell-Weil群MWφは SX/Tφと同型である． �

Rφにより，φ−1(v)が可約となる点 v ∈ P1全体の集合をあらわす．各 v ∈ Rφに対し，O

と交わらない φ−1(v)の既約成分の classesは SX のなかで indecomposableな ADE-格子
を生成する．その ADE-型を Rvとし，

Rφ :=
∑

v∈Rφ

Rv

とおく．rank(Rφ) ≤ 20が成立する．

定義 7 ADE-型Rφのランクが 20であるとき，(準)楕円 fibration φ : X → P1は extremal
であるという．

Xが extremalな (準)楕円 fibration φをもてば，Xは超特異K3曲面であり，MWφは有

限 abel群となる．また，φが準楕円 fibrationなら φは必然的に extremalとなる．

ランクが 20の ADE-型 R, 1 ≤ σ ≤ 10なる整数 σ, および有限 abel群MWからなる三
つ組 〈R, σ,MW〉を考える．

命題 8 三つ組 〈R, σ,MW〉に対する次のふたつの条件は同値である．
(1)標数 pにおいて，あるK3曲面X上の楕円 fibration φ : X → P1でRφ = R, σX = σ,

MWφ
∼= MW となるものが存在する．
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(2)標数 pにおけるArtin不変量 σの任意の超特異K3曲面Xは，Rφ = RかつMWφ
∼=

MW となる楕円 fibration φ : X → P1をもつ．

また，三つ組 〈R, σ,MW〉に対する次のふたつの条件は同値である．
(1)′ 標数 pにおいて，ある K3曲面 X 上の準楕円 fibration φ : X → P1 で Rφ = R,

σX = σ, MWφ
∼= MW となるものが存在する．

(2)′ 標数 pにおけるArtin不変量 σの任意の超特異K3曲面Xは，Rφ = RかつMWφ
∼=

MW となる準楕円 fibration φ : X → P1をもつ． �

定義 9 上記の条件 (1), (2)を満たすとき，三つ組 〈R, σ,MW〉は標数 pにおける extremal
な楕円K3曲面の三つ組であるという．また，上記の条件 (1)′, (2)′を満たすとき，三つ組
〈R, σ,MW〉は標数 pにおける extremalな準楕円K3曲面の三つ組であるという．

定理 10 extremalな楕円K3曲面の三つ組のリストは，この論説の後ろの部分にあるTable
Eで与えられる．また，extremalな準楕円 K3曲面の三つ組のリストは，Table QEで与
えられる． �

Table Eおよび p = 3に対する Table QEは，すでに Ito [9, 11, 12]により，別の方法で得
られている．

3 証明

Xを K3曲面，SX をその Picard格子とする．Rを ADE-型とする．

命題 11 ([18]) v2 > 0をみたす v ∈ SX に対し，vをある nef line bundle の classに移す
SX の isometryが存在する． �

命題 12 (Saint-Donat [19], Nikulin [15]) X が (−2)-曲線の contraction f : X → Y で

RY = Rとなるものをもつための必要十分条件は，X 上に L2 > 0かつ Σ([L]⊥) = Rをみ

たす nef line bundle Lが存在することである． �

この２つの命題により，X のもつ (−2)-曲線の contractionsは SX の格子としての構造に

より完全に決定される．

命題 13 Xが (−2)-曲線の contraction f : X → Y で RY = Rとなるものをもつための必

要十分条件は，v2 > 0かつ Σ(v⊥) = Rをみたす v ∈ SXが存在することである． �

同様に，Kondo [13]および Nishiyama [16]の補題を使うことにより次が示される．MW
を有限 abel群とする．

命題 14 Xが Rφ = RかつMWφ
∼= MWをみたす (準)楕円 fibration φ : X → P1をもつ

ための必要十分条件は，SXがランク 2の不定符号 unimodularな部分格子Uで Σ(U⊥) = R

かつ U⊥/(U⊥)roots
∼= MW なるものをもつことである． �
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さて，つぎに超特異K3曲面の Picard格子の構造を調べよう．Λを偶格子とし，その双
対格子を Λ∨とする．

GΛ := Λ∨/Λ

を Λの discriminant groupという．GΛにはいる自然な 2次形式

qΛ : GΛ → Q/2Z

を Λの discriminant formとよぶ．GΛが p-elementaryであるとき，Λは p-elementaryで
あるという．2-elementaryな偶格子 Λが type Iであるとは，任意の v ∈ Λ∨が v2 ∈ Zを

みたすことである．

定理 15 (Artin [3], Rudakov-Shafarevich [18]) X を標数 pにおける超特異K3曲面とし，
その Artin不変量を σとする．このとき，SXは符号 (1, 21)の偶格子で，その discriminant
groupは (Z/pZ)⊕2σと同型である．さらに，p = 2のときは，SX は type Iである． �

素数 pおよび σ ≤ 10なる正整数 σに対し，Λp,σを次の条件をみたすランク 22の偶格子と
する．

(a) 符号は (1, 21).
(b) discriminant groupは (Z/pZ)⊕2σと同型．

さらに，p = 2のときは次の条件を課す．

(c) Λp,σは type I.

定理 16 (Rudakov-Shafarevich [18])この３つの条件は，格子Λp,σを同型を除いて unique
に定める． �

以上をまとめて，次を得る．

系 17 三つ組 (R,n, σ)が標数 pで実現可能であるための必要十分条件は，primitive vector
h ∈ Λp,σで h2 = nかつ Σ(h⊥) = Rをみたすものが存在することである． �

系 18 三つ組 〈R, σ,MW〉が標数 pにおける extremalな (準)楕円K3曲面の三つ組である
ための必要十分条件は，Λp,σがランク2の不定符号unimodularな部分格子UでΣ(U⊥) = R

かつ U⊥/(U⊥)roots
∼= MW なるものをもつことである． �

楕円 fibrationと準楕円 fibrationを区別するためには次の定理を用いればよい．

定理 19 (Rudakov-Shafarevich [18]) 標数 pは 2または 3であるとする．extremalな (準)
楕円 fibration φ : X → P1が準楕円 fibrationであるための必要十分条件は，Q(Rφ)が
p-elementaryであることである． �

Λを偶格子とする．Λ ⊂ Λ′ ⊂ Λ∨となる Z-加群 Λ′で，Λ∨上の Q-値双線形形式が Λ′上 Z

に値を持つとき，Λ′を Λの overlatticeという．
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命題 20 (Nikulin [15]) 自然な射影 pr : Λ∨ → GΛ から得られる対応

S �→ ΛS := pr−1(S)

は，(GΛ, qΛ)の isotopic subgroups Sの集合と Λの偶である overlattices ΛSの集合のあい

だに全単射を引き起こす．ΛS の discriminant groupは S⊥/Sと同型である． �

すなわち，Λの even overlatticesは有限 abel群GΛ上での有限回の計算によりすべて決定

できる．

ランク 21の ADE-型 Rと正の偶数 nが与えられたとする．I(n)を e2n = nなるベクト

ル enで生成されるランク 1の格子とし，

Q(R, n) := Q(R)⊕ I(n)

とおく．Q(R, n)の符号はもちろん (1, 21)である．

系 21 三つ組 (R,n, σ)が標数 pで実現可能となるための必要十分条件は，Q(R, n)が次の
性質を有する overlattice Λをもつことである．
(i) Λは Λp,σと同型である．つまり，Λは条件 (b)と (c)を満たす偶格子である．
(ii) en ∈ Q(R, n)は Λにおいても primitiveのままである．
(iii) e⊥n に含まれる rootsは，Roots(Q(R))と一致する．つまり，Q(R, n)が Λまで大き

くなっても，e⊥n に新しい rootsはあらわれない． �

したがって，与えられた (R,n)と σおよび pに対し，(R,n, σ)が標数 pで実現可能かどう

かは有限回の計算で決定される．

[R,n, p]の可能性は有限個しかない．

補題 22 Q(R, n)の discriminant group GQ(R,n) が，S⊥/S ∼= (Z/pZ)⊕2σ なる isotopic
subgroup Sをもつとする．このとき，(n, p)は次の有限集合 NP(R)に含まれる．

{ (n, p) | p ∈ PR, 2n | (NR · p2), p2 | (n · |GQ(R)|) and
√
n · |GQ(R)| ∈ Z }.

ここで，PRは | discQ(R)| = |GQ(R)|の素因子の集合であり，NRはすべての x ∈ GQ(R)

に対し NR · qQ(R)(x) = 0 をみたす最小の正整数である． �

以上の準備のもとで Table RDPをつくるアルゴリズムを記述する．まず，集合

R := { [R,n, p] | rank(R) = 21, (n, p) ∈ NP(R) }

を計算する．これは 20169個の三つ組からなる．各 [R,n, p] ∈ Rに対し，Q(R, n)の over-
lattice Λをリストアップしていく．Λが系 21の条件 (i), (ii), (iii)をみたせば，(R,n, σ)を
標数 pで実現可能な三つ組のリストにいれる．

Table Eと Table QEをつくるには，系 18の変形である次を用いる．

系 23 三つ組 〈R, σ,MW〉が標数 pにおける extremalな (準)楕円K3曲面の三つ組である
ための必要十分条件は，次をみたす h, z ∈ Λp,σが存在することである．
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(i) h2 = 2, Σ(h⊥) = R+A1, z ∈ Roots(h⊥)．
(ii) 任意の r ∈ Roots(h⊥) \ {±z}にたいし rz = 0.
(iii) h− z は Λp,σにおいて 2でわりきれる．
(iv) (h− z)/2 と zで生成される部分格子 U はMW ∼= U⊥/(U⊥)rootsを満たす．

特に，〈R, σ,MW 〉が標数 pにおける extremalな (準)楕円K3曲面の三つ組であるなら，
(R+ A1, 2, σ) は標数 pで実現可能である． �

まず，ランク 20の ADE-型Rで，(R+A1, 2, σ)が Table RDPのなかにあるものをすべて
選び出す．z ∈ Q(R+A1, 2)をR+A1のA1に対応する rootとする．また h ∈ Q(R+A1, 2)
を e2 ∈ I(2)とする．Q(R+A1, 2)の overlattice Λで系 21の条件 (i), (ii), (iii)をみたすも
のをリストアップしていく．Λのなかで h− zが 2でわりきれれば，MW ∼= U⊥/(U⊥)roots

によりMWを計算し，〈R, σ,MW〉をリストに加える．

以上のアルゴリズムを実行するプログラムを C言語で書き，Tables RDP, E, QEを得
た．証明およびアルゴリズムの細部については，プレプリント [20]を参照されたい．

4 例

• 標数 11で A21をもつ超特異K3曲面 (Artin不変量は 1, nY は 22). Ito [11]により

y2 = x3 − 3u8x+ 2u

で定義される標数 11の楕円K3曲面は I11 型のファイバ－を 2本 (と II型を 1本) もつこ
とが示されている．この楕円K3曲面は，したがって

はzero section

なる (−2)-曲線の configurationをもつ．このなかの A21を contractすれば A21をもつ超

特異K3曲面が得られる．

•標数 2でD21をもつ超特異K3曲面 (Artin不変量は 1, nY は 4). Dolgachev-Kondo [6]
によって

y2 = x3 + t11

で定義される標数 2の準楕円K3曲面は D20型のファイバ－を 1本もつことが示されてい
る．この準楕円K3曲面は

なる (−2)-曲線の configurationをもつことがわかる．このなかの D21を contractすれば
D21をもつ超特異K3曲面が得られる．
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Table RDP: The complete list of RDP -triples
geometrically realizable in characteristics p

p = 19

R n σ

A18 + A3 76 1

p = 19

R n σ

A18 + A2 + A1 114 1

p = 17

R n σ

A16 + A5 102 1

p = 17

R n σ

A16 + A4 + A1 170 1

A16 + A3 + A2 204 1

p = 13

R n σ

E8 + A12 + A1 26 1

E7 + A12 + A2 78 1

A12 + A8 + A1 234 1

p = 13

R n σ

A12 + A7 + A2 312 1

A12 + A6 + A3 364 1

A12 + A4 + A3 + A2 780 1

p = 11

R n σ

E8 + A10 + A3 44 1

D11 + A10 44 1

D9 + A10 + A2 132 1

D7 + A10 + A4 220 1

A21 22 1

p = 11

R n σ

A11 + A10 132 1

2A10 + A1 2 1

A10 + A8 + A3 396 1

A10 + A6 + A5 462 1

A10 + A6 + A4 + A1 770 1

p = 7

R n σ

E8 + E7 + A6 14 1

E8 + D7 + A6 28 1

E8 + A13 14 1

E8 + A7 + A6 56 1

E8 + 2A6 + A1 2 1

E7 + A13 + A1 14 1

E7 + A8 + A6 126 1

E7 + 2A6 + A2 6 1

E6 + A9 + A6 210 1

E6 + 2A6 + A3 12 1

D15 + A6 28 1

D14 + A6 + A1 14 1

D12 + A6 + A3 28 1

D9 + 2A6 4 1

D9 + A6 + A4 + A2 420 1

D8 + A7 + A6 56 1

D7 + A13 + A1 28 1

D5 + A10 + A6 308 1

p = 7

R n σ

D5 + 2A6 + A4 20 1

A20 + A1 42 1

A15 + A6 112 1

A15 + A6 28 1

A14 + A6 + A1 210 1

A13 + A8 126 1

A13 + A7 + A1 56 1

A13 + A6 + A2 6 1

A13 + A6 + 2A1 2 1

A12 + A6 + A2 + A1 546 1

A11 + A6 + A4 420 1

A9 + 2A6 10 1

A9 + A6 + A5 + A1 210 1

A8 + A7 + A6 504 1

A8 + 2A6 + A1 18 1

A8 + A6 + A5 + A2 126 1

3A6 + A2 + A1 42 1, 2

2A6 + A5 + A4 30 1
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p = 5

R n σ

2E8 + A4 + A1 10 1

E8 + D7 + A4 + A2 60 1

E8 + A9 + A4 2 1

E8 + A9 + A3 + A1 20 1

E8 + A6 + A4 + A3 140 1

E8 + 3A4 + A1 10 1, 2

E7 + D10 + A4 10 1

E7 + D5 + A9 20 1

E7 + A14 30 1

E7 + A10 + A4 110 1

E7 + A9 + A5 30 1

E7 + A9 + A4 + A1 2 1

E6 + D6 + A9 30 1

D16 + A4 + A1 10 1

D15 + A4 + A2 60 1

D12 + A4 + A3 + A2 60 1

D11 + A9 + A1 20 1

D11 + A6 + A4 140 1

D7 + A9 + A4 + A1 4 1

D7 + A7 + A4 + A3 40 1

D7 + 3A4 + A2 60 1, 2

D6 + A11 + A4 60 1

D6 + A9 + A6 70 1

D6 + A9 + A4 + A2 6 1

D5 + A14 + A2 20 1

p = 5

R n σ

A19 + A2 60 1

A17 + A4 90 1

A17 + A4 10 1

A15 + A4 + A2 240 1

A15 + A4 + A2 60 1

A14 + A7 120 1

A14 + A5 + A2 30 1

A14 + A4 + A3 12 1

A14 + A4 + A2 + A1 2 1

A13 + A4 + A3 + A1 140 1

A12 + A9 130 1

A12 + A5 + A4 390 1

A11 + A4 + 2A3 60 1

A10 + A9 + A2 330 1

A10 + A7 + A4 440 1

A9 + A8 + A4 18 1

A9 + A8 + A3 + A1 180 1

A9 + A7 + A5 120 1

A9 + A6 + A4 + A2 42 1

A9 + A5 + A4 + A3 12 1

A9 + 3A4 2 1, 2

A9 + 2A4 + A3 + A1 20 1, 2

2A8 + A4 + A1 90 1

A8 + A6 + A4 + A3 1260 1

A6 + 3A4 + A3 140 1, 2

5A4 + A1 10 1, 2, 3

p = 3

R n σ

2E8 + A5 6 1

2E8 + A3 + A2 12 1

2E8 + 2A2 + A1 2 1

E8 + E7 + E6 6 1

E8 + E7 + A4 + A2 30 1

E8 + E7 + 3A2 6 1, 2

E8 + 2E6 + A1 2 1

E8 + E6 + A6 + A1 42 1

E8 + E6 + A5 + A2 6 1, 2

E8 + E6 + A3 + 2A2 12 1, 2

E8 + E6 + 3A2 + A1 2 2

E8 + D11 + A2 12 1

E8 + D9 + 2A2 4 1

E8 + D5 + A6 + A2 84 1

E8 + D5 + A4 + 2A2 20 1

E8 + A11 + A2 4 1

E8 + A11 + 2A1 12 1

E8 + A10 + A2 + A1 66 1

E8 + A9 + 2A2 10 1

E8 + A8 + 2A2 + A1 18 1, 2

p = 3

R n σ

E8 + A7 + A5 + A1 24 1

E8 + A7 + A4 + A2 120 1

E8 + A6 + 3A2 + A1 42 1, 2

E8 + 2A5 + A3 4 1

E8 + A5 + A4 + 2A2 30 1, 2

E8 + A5 + 4A2 6 1, 2, 3

E8 + A3 + 5A2 12 2, 3

E8 + 6A2 + A1 2 2, 3

2E7 + D5 + A2 12 1

2E7 + A3 + 2A2 4 1

E7 + 2E6 + A2 6 1, 2

E7 + E6 + A7 + A1 24 1

E7 + E6 + A5 + A3 4 1

E7 + E6 + A4 + 2A2 30 1, 2

E7 + E6 + 4A2 6 1, 2, 3

E7 + D10 + 2A2 2 1

E7 + D8 + A5 + A1 6 1

E7 + D5 + A5 + 2A2 12 1, 2

E7 + D4 + 2A5 2 1

E7 + A10 + 2A2 22 1
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p = 3

R n σ

E7 + A9 + 2A2 + A1 10 1

E7 + A7 + 3A2 + A1 24 1, 2

E7 + A6 + A4 + 2A2 70 1

E7 + A5 + A3 + 3A2 4 2

E7 + A4 + 5A2 30 2, 3

E7 + 7A2 6 2, 3, 4

3E6 + A3 12 1, 2

3E6 + A2 + A1 2 1, 2

2E6 + D9 4 1

2E6 + D5 + A4 20 1

2E6 + A9 10 1

2E6 + A8 + A1 18 1, 2

2E6 + A6 + A2 + A1 42 1, 2

2E6 + A5 + A4 30 1, 2

2E6 + A5 + 2A2 6 1, 2, 3

2E6 + A3 + 3A2 12 1, 2, 3

2E6 + 4A2 + A1 2 1, 2, 3

E6 + D14 + A1 6 1

E6 + D11 + 2A2 12 1, 2

E6 + D10 + A5 2 1

E6 + D9 + 3A2 4 2

E6 + D5 + A9 + A1 60 1

E6 + D5 + A6 + 2A2 84 1, 2

E6 + D5 + 2A5 12 1, 2

E6 + D5 + A4 + 3A2 20 2

E6 + A14 + A1 10 1

E6 + A13 + 2A1 42 1

E6 + A11 + 2A2 4 1, 2

E6 + A11 + A2 + 2A1 12 1, 2

E6 + A10 + A5 22 1

E6 + A10 + A4 + A1 330 1

E6 + A10 + 2A2 + A1 66 1, 2

E6 + A9 + A5 + A1 10 1

E6 + A9 + 3A2 10 2

E6 + A8 + 3A2 + A1 18 1, 2, 3

E6 + A7 + A5 + A2 + A1 24 1, 2

E6 + A7 + A4 + 2A2 120 1, 2

E6 + A6 + A5 + A4 70 1

E6 + A6 + 4A2 + A1 42 1, 2, 3

E6 + 2A5 + A3 + A2 4 1, 2

E6 + A5 + A4 + 3A2 30 1, 2, 3

E6 + A5 + 5A2 6 1, 2, 3, 4

E6 + A3 + 6A2 12 1, 2, 3, 4

E6 + 7A2 + A1 2 2, 3, 4

D19 + A2 12 1

D17 + 2A2 4 1

D16 + A5 6 1

D16 + A3 + A2 12 1

D16 + 2A2 + A1 2 1

D14 + A4 + A2 + A1 30 1

p = 3

R n σ

D14 + 3A2 + A1 6 1, 2

D13 + A6 + A2 84 1

D13 + A4 + 2A2 20 1

D12 + D7 + A2 12 1

D12 + D5 + 2A2 4 1

D11 + 2A5 4 1

D11 + 5A2 12 2, 3

D10 + D6 + A5 6 1

D10 + A11 12 1

D10 + A6 + A5 42 1

D10 + 2A5 + A1 2 1

D10 + A5 + 3A2 2 2

D9 + 6A2 4 2, 3

2D8 + A3 + A2 12 1

D8 + A11 + A2 4 1

D8 + A7 + A5 + A1 24 1

D8 + A7 + A4 + A2 120 1

D8 + 2A5 + A2 + A1 6 1, 2

D7 + A14 60 1

D7 + A12 + A2 156 1

D7 + A11 + A3 12 1

D7 + A11 + A2 + A1 2 1

D7 + A9 + A5 60 1

D7 + 2A5 + A4 20 1

D6 + D5 + 2A5 4 1

2D5 + A7 + 2A2 8 1

D5 + A13 + A2 + A1 84 1

D5 + A12 + 2A2 52 1

D5 + A11 + A4 + A1 30 1

D5 + A11 + A3 + A2 4 1

D5 + A11 + 2A2 + A1 6 1, 2

D5 + A9 + 3A2 + A1 60 1, 2

D5 + A8 + A4 + 2A2 180 1, 2

D5 + 2A7 + A2 12 1

D5 + A6 + 5A2 84 2, 3

D5 + 2A5 + 3A2 12 1, 2, 3

D5 + A4 + 6A2 20 2, 3

D4 + A15 + A2 12 1

D4 + A11 + A6 84 1

D4 + A11 + A4 + A2 20 1

D4 + 3A5 + A2 2 1, 2

A17 + 2A2 2 1

A16 + 2A2 + A1 34 1

A15 + 2A2 + 2A1 4 1

A14 + 3A2 + A1 10 1, 2

A13 + A4 + 2A2 70 1

A13 + 3A2 + 2A1 42 1, 2

A12 + A4 + 2A2 + A1 130 1

A11 + 5A2 4 2, 3

A11 + 4A2 + 2A1 12 1, 2, 3
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p = 3

R n σ

A10 + A5 + 3A2 22 2

A10 + A4 + 3A2 + A1 330 1, 2

A10 + 5A2 + A1 66 2, 3

A9 + A5 + 3A2 + A1 10 2

A9 + 2A4 + 2A2 10 1

A9 + 6A2 10 2, 3

A8 + 6A2 + A1 18 1, 2, 3, 4

A7 + A5 + 4A2 + A1 24 1, 2, 3

p = 3

R n σ

A7 + A4 + 5A2 120 2, 3

A6 + A5 + A4 + 3A2 70 2

A6 + 7A2 + A1 42 2, 3, 4

2A5 + A3 + 4A2 4 1, 2, 3

A5 + A4 + 6A2 30 1, 2, 3, 4

A5 + 8A2 6 1, 2, 3, 4, 5

A3 + 9A2 12 1, 2, 3, 4, 5

10A2 + A1 2 1, 2, 3, 4, 5

p = 2

R n σ

2E8 + D5 4 1

2E8 + D4 + A1 2 1

2E8 + A2 + 3A1 6 1

2E8 + 5A1 2 2

E8 + E7 + D6 2 1

E8 + E7 + D4 + A2 6 1

E8 + E7 + D4 + 2A1 2 2

E8 + E7 + A3 + 3A1 4 1, 2

E8 + E7 + A2 + 4A1 6 2

E8 + E7 + 6A1 2 2, 3

E8 + E6 + D7 12 1

E8 + E6 + D4 + A3 12 1, 2

E8 + E6 + A4 + 3A1 30 1

E8 + D13 4 1

E8 + D12 + A1 2 1

E8 + D10 + A2 + A1 6 1

E8 + D10 + 3A1 2 1, 2

E8 + D9 + D4 4 1, 2

E8 + D9 + A4 20 1

E8 + D8 + D5 4 1, 2

E8 + D8 + D4 + A1 2 2

E8 + D8 + A2 + 3A1 6 2

E8 + D8 + 5A1 2 2, 3

E8 + D7 + 6A1 4 2, 3

E8 + 2D6 + A1 2 2

E8 + D6 + D4 + A2 + A1 6 2

E8 + D6 + D4 + 3A1 2 2, 3

E8 + D6 + A3 + 4A1 4 2, 3

E8 + D6 + A2 + 5A1 6 2, 3

E8 + D6 + 7A1 2 3, 4

E8 + D5 + 2D4 4 2, 3

E8 + D5 + D4 + A4 20 1, 2

E8 + D5 + A5 + 3A1 12 1, 2

E8 + D5 + 8A1 4 3, 4

E8 + 3D4 + A1 2 3

E8 + 2D4 + A2 + 3A1 6 3

E8 + 2D4 + 5A1 2 3, 4

E8 + D4 + A9 10 1

p = 2

R n σ

E8 + D4 + A8 + A1 18 1

E8 + D4 + A6 + A2 + A1 42 1

E8 + D4 + A5 + A4 30 1

E8 + D4 + A3 + 6A1 4 3, 4

E8 + D4 + A2 + 7A1 6 3, 4

E8 + D4 + 9A1 2 3, 4, 5

E8 + A10 + 3A1 22 1

E8 + A9 + 4A1 10 1, 2

E8 + A8 + 5A1 18 2

E8 + A7 + A2 + 4A1 24 1, 2

E8 + A6 + A4 + 3A1 70 1

E8 + A6 + A2 + 5A1 42 2

E8 + A5 + A4 + 4A1 30 2

E8 + A5 + A3 + 5A1 12 2, 3

E8 + A4 + A3 + 6A1 20 2, 3

E8 + A3 + 10A1 4 4, 5

E8 + A2 + 11A1 6 4, 5

E8 + 13A1 2 4, 5, 6

3E7 2 1

2E7 + D7 4 1

2E7 + D6 + A1 2 1, 2

2E7 + D5 + 2A1 4 1, 2

2E7 + D4 + A3 4 1, 2

2E7 + D4 + A2 + A1 6 1, 2

2E7 + D4 + 3A1 2 1, 2, 3

2E7 + A4 + A3 20 1

2E7 + A3 + 4A1 4 2, 3

2E7 + A2 + 5A1 6 2, 3

2E7 + 7A1 2 2, 3, 4

E7 + E6 + D5 + 3A1 12 1, 2

E7 + E6 + D4 + A4 30 1

E7 + E6 + A4 + 4A1 30 2

E7 + E6 + A3 + 5A1 12 2, 3

E7 + D14 2 1

E7 + D12 + A2 6 1

E7 + D12 + 2A1 2 1, 2

E7 + D11 + 3A1 4 1, 2

E7 + D10 + D4 2 1, 2
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p = 2

R n σ

E7 + D10 + A3 + A1 4 1, 2

E7 + D10 + A2 + 2A1 6 1, 2

E7 + D10 + 4A1 2 1, 2, 3

E7 + D9 + A5 12 1

E7 + D9 + 5A1 4 2, 3

E7 + D8 + D6 2 1, 2

E7 + D8 + D4 + A2 6 2

E7 + D8 + D4 + 2A1 2 1, 2, 3

E7 + D8 + A3 + 3A1 4 1, 2, 3

E7 + D8 + A2 + 4A1 6 1, 2, 3

E7 + D8 + 6A1 2 2, 3, 4

E7 + D7 + D6 + A1 4 1, 2

E7 + D7 + D4 + 3A1 4 2, 3

E7 + D7 + A5 + 2A1 12 1, 2

E7 + D7 + A4 + 3A1 20 1, 2

E7 + D7 + 7A1 4 3, 4

E7 + 2D6 + A2 6 1, 2

E7 + 2D6 + 2A1 2 1, 2, 3

E7 + D6 + D5 + 3A1 4 1, 2, 3

E7 + D6 + 2D4 2 2, 3

E7 + D6 + D4 + A3 + A1 4 1, 2, 3

E7 + D6 + D4 + A2 + 2A1 6 2, 3

E7 + D6 + D4 + 4A1 2 2, 3, 4

E7 + D6 + A8 18 1

E7 + D6 + A6 + A2 42 1

E7 + D6 + A5 + A3 12 1, 2

E7 + D6 + A4 + A3 + A1 20 1, 2

E7 + D6 + A3 + 5A1 4 2, 3, 4

E7 + D6 + A2 + 6A1 6 2, 3, 4

E7 + D6 + 8A1 2 2, 3, 4, 5

E7 + D5 + D4 + A5 12 1, 2

E7 + D5 + D4 + 5A1 4 2, 3, 4

E7 + D5 + A5 + 4A1 12 2, 3

E7 + D5 + A4 + 5A1 20 2, 3

E7 + D5 + 9A1 4 3, 4, 5

E7 + 3D4 + A2 6 3

E7 + 3D4 + 2A1 2 2, 3, 4

E7 + 2D4 + A3 + 3A1 4 2, 3, 4

E7 + 2D4 + A2 + 4A1 6 2, 3, 4

E7 + 2D4 + 6A1 2 2, 3, 4, 5

E7 + D4 + A10 22 1

E7 + D4 + A9 + A1 10 1, 2

E7 + D4 + A8 + 2A1 18 2

E7 + D4 + A7 + A2 + A1 24 1, 2

E7 + D4 + A6 + A4 70 1

E7 + D4 + A6 + A2 + 2A1 42 2

E7 + D4 + A5 + A4 + A1 30 1, 2

E7 + D4 + A5 + A3 + 2A1 12 1, 2, 3

E7 + D4 + A4 + A3 + 3A1 20 2, 3

E7 + D4 + A3 + 7A1 4 2, 3, 4, 5

p = 2

R n σ

E7 + D4 + A2 + 8A1 6 3, 4, 5

E7 + D4 + 10A1 2 3, 4, 5, 6

E7 + A11 + A3 6 1

E7 + A10 + 4A1 22 2

E7 + A9 + A3 + A2 60 1

E7 + A9 + 5A1 10 2, 3

E7 + A8 + 6A1 18 2, 3

E7 + A7 + 2A3 + A1 8 1, 2

E7 + A7 + A2 + 5A1 24 2, 3

E7 + A6 + A5 + A3 84 1

E7 + A6 + A4 + 4A1 70 2

E7 + A6 + A2 + 6A1 42 2, 3

E7 + A5 + A4 + 5A1 30 2, 3

E7 + A5 + A3 + 6A1 12 2, 3, 4

E7 + A4 + A3 + 7A1 20 3, 4

E7 + A3 + 11A1 4 3, 4, 5, 6

E7 + A2 + 12A1 6 3, 4, 5, 6

E7 + 14A1 2 3, 4, 5, 6, 7

3E6 + 3A1 6 1

2E6 + D4 + A5 6 1

2E6 + A5 + 4A1 6 2

E6 + D15 12 1

E6 + D12 + A3 12 1, 2

E6 + D11 + D4 12 1, 2

E6 + D10 + A4 + A1 30 1

E6 + D9 + A6 84 1

E6 + D9 + 6A1 12 2, 3

E6 + D8 + D7 12 1, 2

E6 + D8 + D4 + A3 12 1, 2, 3

E6 + D8 + A4 + 3A1 30 2

E6 + D7 + 2D4 12 2, 3

E6 + D7 + 8A1 12 3, 4

E6 + D6 + D5 + 4A1 12 2, 3

E6 + D6 + D4 + A4 + A1 30 2

E6 + D6 + A4 + 5A1 30 2, 3

E6 + D6 + A3 + 6A1 12 2, 3, 4

E6 + D5 + D4 + A6 84 1, 2

E6 + D5 + D4 + 6A1 12 3, 4

E6 + D5 + 10A1 12 4, 5

E6 + 3D4 + A3 12 2, 3, 4

E6 + 2D4 + A4 + 3A1 30 3

E6 + D4 + A11 4 1, 2

E6 + D4 + A10 + A1 66 1

E6 + D4 + A8 + A2 + A1 18 1

E6 + D4 + A7 + A4 120 1, 2

E6 + D4 + 2A5 + A1 6 1, 2

E6 + D4 + A4 + 7A1 30 3, 4

E6 + D4 + A3 + 8A1 12 3, 4, 5

E6 + A15 12 1

E6 + A12 + A3 156 1
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p = 2

R n σ

E6 + A11 + A4 20 1

E6 + A11 + A3 + A1 2 1

E6 + A10 + 5A1 66 2

E6 + A8 + A2 + 5A1 18 2

E6 + A6 + A3 + 6A1 84 2, 3

E6 + 3A5 2 1

E6 + 2A5 + 5A1 6 2, 3

E6 + A4 + 11A1 30 4, 5

E6 + A3 + 12A1 12 4, 5, 6

D21 4 1

D20 + A1 2 1

D18 + A2 + A1 6 1

D18 + 3A1 2 1, 2

D17 + D4 4 1, 2

D17 + A4 20 1

D16 + D5 4 1, 2

D16 + D4 + A1 2 1, 2

D16 + A2 + 3A1 6 1, 2

D16 + 5A1 2 2, 3

D15 + 6A1 4 2, 3

D14 + D6 + A1 2 1, 2

D14 + D4 + A2 + A1 6 1, 2

D14 + D4 + 3A1 2 2, 3

D14 + A3 + 4A1 4 1, 2, 3

D14 + A2 + 5A1 6 2, 3

D14 + 7A1 2 2, 3, 4

D13 + D8 4 1, 2

D13 + 2D4 4 2, 3

D13 + D4 + A4 20 1, 2

D13 + A5 + 3A1 12 1, 2

D13 + 8A1 4 3, 4

D12 + D9 4 1, 2

D12 + D8 + A1 2 1, 2

D12 + D6 + A2 + A1 6 1, 2

D12 + D6 + 3A1 2 1, 2, 3

D12 + D5 + D4 4 1, 2, 3

D12 + D5 + A4 20 1, 2

D12 + 2D4 + A1 2 2, 3

D12 + D4 + A2 + 3A1 6 2, 3

D12 + D4 + 5A1 2 2, 3, 4

D12 + A9 10 1

D12 + A8 + A1 18 1

D12 + A6 + A2 + A1 42 1

D12 + A5 + A4 30 1

D12 + A3 + 6A1 4 2, 3, 4

D12 + A2 + 7A1 6 2, 3, 4

D12 + 9A1 2 3, 4, 5

D11 + D6 + 4A1 4 2, 3

D11 + D4 + 6A1 4 3, 4

D11 + A5 + 5A1 12 2, 3

p = 2

R n σ

D11 + A4 + 6A1 20 2, 3

D11 + 10A1 4 4, 5

2D10 + A1 2 1, 2

D10 + D8 + A2 + A1 6 1, 2

D10 + D8 + 3A1 2 1, 2, 3

D10 + D7 + 4A1 4 1, 2, 3

D10 + D6 + D4 + A1 2 1, 2, 3

D10 + D6 + A3 + 2A1 4 1, 2, 3

D10 + D6 + A2 + 3A1 6 1, 2, 3

D10 + D6 + 5A1 2 2, 3, 4

D10 + D5 + A5 + A1 12 1, 2

D10 + D5 + 6A1 4 2, 3, 4

D10 + 2D4 + A2 + A1 6 2, 3

D10 + 2D4 + 3A1 2 2, 3, 4

D10 + D4 + A3 + 4A1 4 2, 3, 4

D10 + D4 + A2 + 5A1 6 2, 3, 4

D10 + D4 + 7A1 2 2, 3, 4, 5

D10 + A10 + A1 22 1

D10 + A9 + 2A1 10 1, 2

D10 + A8 + 3A1 18 1, 2

D10 + A7 + A2 + 2A1 24 1, 2

D10 + A6 + A4 + A1 70 1

D10 + A6 + A2 + 3A1 42 1, 2

D10 + A5 + A4 + 2A1 30 1, 2

D10 + A5 + A3 + 3A1 12 1, 2, 3

D10 + A4 + A3 + 4A1 20 1, 2, 3

D10 + A3 + 8A1 4 3, 4, 5

D10 + A2 + 9A1 6 3, 4, 5

D10 + 11A1 2 3, 4, 5, 6

D9 + D8 + D4 4 1, 2, 3

D9 + D8 + A4 20 1, 2

D9 + D6 + A5 + A1 12 1, 2

D9 + D6 + 6A1 4 2, 3, 4

D9 + D5 + A7 8 1, 2

D9 + 3D4 4 2, 3, 4

D9 + 2D4 + A4 20 2, 3

D9 + D4 + A5 + 3A1 12 2, 3

D9 + D4 + 8A1 4 3, 4, 5

D9 + A12 52 1

D9 + A11 + A1 6 1

D9 + A9 + A2 + A1 60 1

D9 + A8 + A4 180 1

D9 + A5 + 7A1 12 3, 4

D9 + A4 + 8A1 20 3, 4

D9 + 12A1 4 4, 5, 6

2D8 + D5 4 1, 2, 3

2D8 + D4 + A1 2 1, 2, 3

2D8 + A2 + 3A1 6 1, 2, 3

2D8 + 5A1 2 1, 2, 3, 4

D8 + D7 + 6A1 4 2, 3, 4
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p = 2

R n σ

D8 + 2D6 + A1 2 1, 2, 3

D8 + D6 + D4 + A2 + A1 6 1, 2, 3

D8 + D6 + D4 + 3A1 2 1, 2, 3, 4

D8 + D6 + A3 + 4A1 4 1, 2, 3, 4

D8 + D6 + A2 + 5A1 6 2, 3, 4

D8 + D6 + 7A1 2 2, 3, 4, 5

D8 + D5 + 2D4 4 1, 2, 3, 4

D8 + D5 + D4 + A4 20 1, 2, 3

D8 + D5 + A5 + 3A1 12 1, 2, 3

D8 + D5 + 8A1 4 2, 3, 4, 5

D8 + 3D4 + A1 2 2, 3, 4

D8 + 2D4 + A2 + 3A1 6 2, 3, 4

D8 + 2D4 + 5A1 2 2, 3, 4, 5

D8 + D4 + A9 10 2

D8 + D4 + A8 + A1 18 2

D8 + D4 + A6 + A2 + A1 42 2

D8 + D4 + A5 + A4 30 2

D8 + D4 + A3 + 6A1 4 2, 3, 4, 5

D8 + D4 + A2 + 7A1 6 2, 3, 4, 5

D8 + D4 + 9A1 2 2, 3, 4, 5, 6

D8 + A10 + 3A1 22 2

D8 + A9 + 4A1 10 1, 2, 3

D8 + A8 + 5A1 18 2, 3

D8 + A7 + A2 + 4A1 24 1, 2, 3

D8 + A6 + A4 + 3A1 70 2

D8 + A6 + A2 + 5A1 42 2, 3

D8 + A5 + A4 + 4A1 30 1, 2, 3

D8 + A5 + A3 + 5A1 12 1, 2, 3, 4

D8 + A4 + A3 + 6A1 20 2, 3, 4

D8 + A3 + 10A1 4 3, 4, 5, 6

D8 + A2 + 11A1 6 3, 4, 5, 6

D8 + 13A1 2 3, 4, 5, 6, 7

D7 + 2D6 + 2A1 4 1, 2, 3

D7 + D6 + D4 + 4A1 4 2, 3, 4

D7 + D6 + A5 + 3A1 12 1, 2, 3

D7 + D6 + A4 + 4A1 20 2, 3

D7 + D6 + 8A1 4 3, 4, 5

D7 + 2D4 + 6A1 4 2, 3, 4, 5

D7 + D4 + A5 + 5A1 12 2, 3, 4

D7 + D4 + A4 + 6A1 20 3, 4

D7 + D4 + 10A1 4 3, 4, 5, 6

D7 + A11 + 3A1 6 1, 2

D7 + A9 + A2 + 3A1 60 1, 2

D7 + A7 + A3 + 4A1 8 1, 2, 3

D7 + A6 + A5 + 3A1 84 1, 2

D7 + A5 + 9A1 12 3, 4, 5

D7 + A4 + 10A1 20 4, 5

D7 + 14A1 4 3, 4, 5, 6, 7

3D6 + A3 4 1, 2, 3

3D6 + A2 + A1 6 1, 2, 3

p = 2

R n σ

3D6 + 3A1 2 1, 2, 3, 4

2D6 + D5 + 4A1 4 1, 2, 3, 4

2D6 + 2D4 + A1 2 1, 2, 3, 4

2D6 + D4 + A3 + 2A1 4 1, 2, 3, 4

2D6 + D4 + A2 + 3A1 6 1, 2, 3, 4

2D6 + D4 + 5A1 2 1, 2, 3, 4, 5

2D6 + A9 10 1, 2

2D6 + A8 + A1 18 2

2D6 + A7 + A2 24 1, 2

2D6 + A6 + A2 + A1 42 2

2D6 + A5 + A4 30 1, 2

2D6 + A5 + A3 + A1 12 1, 2, 3

2D6 + A4 + A3 + 2A1 20 1, 2, 3

2D6 + A3 + 6A1 4 2, 3, 4, 5

2D6 + A2 + 7A1 6 2, 3, 4, 5

2D6 + 9A1 2 2, 3, 4, 5, 6

D6 + D5 + D4 + A5 + A1 12 1, 2, 3

D6 + D5 + D4 + 6A1 4 2, 3, 4, 5

D6 + D5 + A5 + 5A1 12 2, 3, 4

D6 + D5 + A4 + 6A1 20 2, 3, 4

D6 + D5 + 10A1 4 3, 4, 5, 6

D6 + 3D4 + A2 + A1 6 2, 3, 4

D6 + 3D4 + 3A1 2 1, 2, 3, 4, 5

D6 + 2D4 + A3 + 4A1 4 1, 2, 3, 4, 5

D6 + 2D4 + A2 + 5A1 6 2, 3, 4, 5

D6 + 2D4 + 7A1 2 2, 3, 4, 5, 6

D6 + D4 + A10 + A1 22 2

D6 + D4 + A9 + 2A1 10 2, 3

D6 + D4 + A8 + 3A1 18 2, 3

D6 + D4 + A7 + A2 + 2A1 24 2, 3

D6 + D4 + A6 + A4 + A1 70 2

D6 + D4 + A6 + A2 + 3A1 42 2, 3

D6 + D4 + A5 + A4 + 2A1 30 2, 3

D6 + D4 + A5 + A3 + 3A1 12 1, 2, 3, 4

D6 + D4 + A4 + A3 + 4A1 20 2, 3, 4

D6 + D4 + A3 + 8A1 4 2, 3, 4, 5, 6

D6 + D4 + A2 + 9A1 6 2, 3, 4, 5, 6

D6 + D4 + 11A1 2 2, 3, 4, 5, 6,
7

D6 + A15 4 1

D6 + A13 + A2 42 1

D6 + A11 + A3 + A1 6 1, 2

D6 + A11 + 2A2 12 1

D6 + A10 + A5 66 1

D6 + A10 + 5A1 22 2, 3

D6 + A9 + A3 + A2 + A1 60 1, 2

D6 + A9 + 6A1 10 2, 3, 4

D6 + A8 + A5 + A2 18 1

D6 + A8 + 7A1 18 3, 4

D6 + A7 + 2A3 + 2A1 8 1, 2, 3
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p = 2

R n σ

D6 + A7 + A2 + 6A1 24 2, 3, 4

D6 + A6 + A5 + A3 + A1 84 1, 2

D6 + A6 + A4 + 5A1 70 2, 3

D6 + A6 + A2 + 7A1 42 3, 4

D6 + 3A5 6 1, 2

D6 + A5 + A4 + 6A1 30 2, 3, 4

D6 + A5 + A3 + 7A1 12 2, 3, 4, 5

D6 + A4 + A3 + 8A1 20 3, 4, 5

D6 + A3 + 12A1 4 2, 3, 4, 5, 6,
7

D6 + A2 + 13A1 6 3, 4, 5, 6, 7

D6 + 15A1 2 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8

2D5 + D4 + A7 8 1, 2, 3

D5 + 4D4 4 1, 2, 3, 4, 5

D5 + 3D4 + A4 20 2, 3, 4

D5 + 2D4 + A5 + 3A1 12 2, 3, 4

D5 + 2D4 + 8A1 4 2, 3, 4, 5, 6

D5 + D4 + A12 52 1, 2

D5 + D4 + A11 + A1 6 1, 2

D5 + D4 + A9 + A2 + A1 60 1, 2

D5 + D4 + A8 + A4 180 1, 2

D5 + D4 + A5 + 7A1 12 2, 3, 4, 5

D5 + D4 + A4 + 8A1 20 3, 4, 5

D5 + D4 + 12A1 4 3, 4, 5, 6, 7

D5 + A16 68 1

D5 + A15 + A1 2 1

D5 + A11 + A5 2 1

D5 + A11 + 5A1 6 2, 3

D5 + A9 + A6 + A1 140 1

D5 + A9 + A2 + 5A1 60 2, 3

D5 + 2A8 36 1

D5 + 2A7 + 2A1 4 1, 2

D5 + A7 + A3 + 6A1 8 2, 3, 4

D5 + A6 + A5 + 5A1 84 2, 3

D5 + A5 + 11A1 12 3, 4, 5, 6

D5 + A4 + 12A1 20 4, 5, 6

D5 + 16A1 4 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8

5D4 + A1 2 1, 2, 3, 4, 5

4D4 + A2 + 3A1 6 1, 2, 3, 4, 5

4D4 + 5A1 2 1, 2, 3, 4, 5,
6

3D4 + A9 10 3

3D4 + A8 + A1 18 3

3D4 + A6 + A2 + A1 42 3

3D4 + A5 + A4 30 3

3D4 + A3 + 6A1 4 1, 2, 3, 4, 5,
6

3D4 + A2 + 7A1 6 2, 3, 4, 5, 6

p = 2

R n σ

3D4 + 9A1 2 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7

2D4 + A10 + 3A1 22 3

2D4 + A9 + 4A1 10 2, 3, 4

2D4 + A8 + 5A1 18 3, 4

2D4 + A7 + A2 + 4A1 24 2, 3, 4

2D4 + A6 + A4 + 3A1 70 3

2D4 + A6 + A2 + 5A1 42 3, 4

2D4 + A5 + A4 + 4A1 30 2, 3, 4

2D4 + A5 + A3 + 5A1 12 2, 3, 4, 5

2D4 + A4 + A3 + 6A1 20 2, 3, 4, 5

2D4 + A3 + 10A1 4 2, 3, 4, 5, 6,
7

2D4 + A2 + 11A1 6 2, 3, 4, 5, 6,
7

2D4 + 13A1 2 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8

D4 + A17 2 1

D4 + A16 + A1 34 1

D4 + A15 + 2A1 4 1, 2

D4 + A14 + A2 + A1 10 1

D4 + A13 + A4 70 1

D4 + A13 + A2 + 2A1 42 1, 2

D4 + A12 + A4 + A1 130 1

D4 + A11 + A3 + 3A1 6 2, 3

D4 + A11 + 2A2 + 2A1 12 1, 2

D4 + A10 + A5 + 2A1 66 2

D4 + A10 + A4 + A2 + A1 330 1

D4 + A10 + 7A1 22 3, 4

D4 + A9 + 2A4 10 1

D4 + A9 + A3 + A2 + 3A1 60 2, 3

D4 + A9 + 8A1 10 3, 4, 5

D4 + A8 + A5 + A2 + 2A1 18 2

D4 + A8 + 9A1 18 3, 4, 5

D4 + A7 + 2A3 + 4A1 8 2, 3, 4

D4 + A7 + A2 + 8A1 24 3, 4, 5

D4 + A6 + A5 + A3 + 3A1 84 2, 3

D4 + A6 + A4 + 7A1 70 3, 4

D4 + A6 + A2 + 9A1 42 3, 4, 5

D4 + 3A5 + 2A1 6 1, 2, 3

D4 + A5 + A4 + 8A1 30 3, 4, 5

D4 + A5 + A3 + 9A1 12 2, 3, 4, 5, 6

D4 + A4 + A3 + 10A1 20 3, 4, 5, 6

D4 + A3 + 14A1 4 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8

D4 + A2 + 15A1 6 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8

D4 + 17A1 2 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8, 9

A19 + 2A1 20 1
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p = 2

R n σ

A18 + 3A1 38 1

A17 + A3 + A1 36 1

A17 + A3 + A1 4 1

A17 + A2 + 2A1 6 1

A17 + 4A1 2 1, 2

A16 + 5A1 34 2

A15 + A4 + 2A1 20 1

A15 + A3 + A2 + A1 6 1

A15 + A3 + 3A1 2 1, 2

A15 + 6A1 4 2, 3

A14 + A3 + 2A2 60 1

A14 + A2 + 5A1 10 2

A13 + A5 + A3 84 1

A13 + A4 + 4A1 70 1, 2

A13 + A2 + 6A1 42 2, 3

A12 + A6 + 3A1 182 1

A12 + A4 + 5A1 130 2

A12 + A3 + 6A1 52 2, 3

A11 + A9 + A1 60 1

A11 + A6 + A3 + A1 42 1

A11 + A6 + 2A2 84 1

A11 + 2A5 12 1

A11 + A5 + A3 + A2 6 1

A11 + A5 + A3 + 2A1 2 1, 2

A11 + A5 + 5A1 4 1, 2, 3

A11 + 2A3 + 2A2 12 1, 2

A11 + A3 + 7A1 6 2, 3, 4

A11 + 2A2 + 6A1 12 2, 3

A10 + A9 + 2A1 110 1

A10 + A7 + 4A1 88 1, 2

A10 + A6 + A3 + A2 924 1

A10 + A5 + 6A1 66 2, 3

A10 + A4 + A2 + 5A1 330 2

A10 + 11A1 22 4, 5

2A9 + A3 4 1

p = 2

R n σ

2A9 + A2 + A1 6 1

2A9 + 3A1 2 1, 2

A9 + A6 + A3 + 3A1 140 1, 2

A9 + 2A4 + 4A1 10 1, 2

A9 + A3 + A2 + 7A1 60 2, 3, 4

A9 + 12A1 10 3, 4, 5, 6

A8 + A5 + A2 + 6A1 18 2, 3

A8 + A4 + A3 + 6A1 180 2, 3

A8 + 13A1 18 4, 5, 6

2A7 + 2A3 + A1 2 1, 2

2A7 + A3 + 4A1 4 1, 2, 3

A7 + A6 + A4 + 4A1 280 1, 2

A7 + A6 + 2A3 + A2 168 1, 2

A7 + A5 + A4 + 5A1 120 1, 2, 3

A7 + 4A3 + A2 24 1, 2, 3

A7 + 2A3 + 8A1 8 3, 4, 5

A7 + A2 + 12A1 24 3, 4, 5, 6

3A6 + A3 28 1

3A6 + 3A1 14 1

A6 + 3A5 42 1

A6 + A5 + A3 + 7A1 84 3, 4

A6 + A4 + 11A1 70 4, 5

A6 + A2 + 13A1 42 4, 5, 6

4A5 + A1 2 1, 2

3A5 + 6A1 6 1, 2, 3, 4

A5 + A4 + 12A1 30 3, 4, 5, 6

A5 + A3 + 13A1 12 3, 4, 5, 6, 7

A4 + A3 + 14A1 20 3, 4, 5, 6, 7

7A3 4 1, 2, 3, 4

A3 + 18A1 4 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8, 9

A2 + 19A1 6 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8, 9

21A1 2 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8, 9, 10

16



Table QE: The complete list of extremal quasi-elliptic K3 surfaces

p = 2, MW = (Z/2Z)⊕r.

R σ r

2E8 + D4 1 0

E8 + E7 + 5A1 2 1

E8 + D12 1 0

E8 + D8 + D4 2 0

E8 + D6 + 6A1 3 1

E8 + 3D4 3 0

E8 + D4 + 8A1 4 1

E8 + 12A1 5 1

2E7 + D6 1 1

2E7 + D4 + 2A1 2 1

2E7 + 6A1 3 1

E7 + D10 + 3A1 1, 2 3 − σ

E7 + D8 + 5A1 2, 3 4 − σ

E7 + 2D6 + A1 2 1

E7 + D6 + D4 + 3A1 2, 3 4 − σ

E7 + D6 + 7A1 3, 4 5 − σ

E7 + 2D4 + 5A1 3, 4 5 − σ

E7 + D4 + 9A1 3, 4, 5 6 − σ

E7 + 13A1 4, 5, 6 7 − σ

D20 1 0

D16 + D4 1, 2 2 − σ

D14 + 6A1 2, 3 4 − σ

R σ r

D12 + D8 1, 2 2 − σ

D12 + 2D4 2, 3 3 − σ

D12 + 8A1 3, 4 5 − σ

D10 + D6 + 4A1 2, 3 4 − σ

D10 + D4 + 6A1 3, 4 5 − σ

D10 + 10A1 4, 5 6 − σ

2D8 + D4 1, 2, 3 3 − σ

D8 + D6 + 6A1 2, 3, 4 5 − σ

D8 + 3D4 2, 3, 4 4 − σ

D8 + D4 + 8A1 3, 4, 5 6 − σ

D8 + 12A1 4, 5, 6 7 − σ

3D6 + 2A1 1, 2, 3 4 − σ

2D6 + D4 + 4A1 2, 3, 4 5 − σ

2D6 + 8A1 3, 4, 5 6 − σ

D6 + 2D4 + 6A1 2, 3, 4, 5 6 − σ

D6 + D4 + 10A1 3, 4, 5, 6 7 − σ

D6 + 14A1 3, 4, 5, 6, 7 8 − σ

5D4 1, 2, 3, 4, 5 5 − σ

3D4 + 8A1 2, 3, 4, 5, 6 7 − σ

2D4 + 12A1 3, 4, 5, 6, 7 8 − σ

D4 + 16A1 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 9 − σ

20A1 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 10 − σ

p = 3, MW = (Z/3Z)⊕r.

R σ r

2E8 + 2A2 1 0

E8 + 2E6 1 0

E8 + E6 + 3A2 2 0

E8 + 6A2 2, 3 3 − σ

R σ r

3E6 + A2 1, 2 2 − σ

2E6 + 4A2 1, 2, 3 3 − σ

E6 + 7A2 2, 3, 4 4 − σ

10A2 1, 2, 3, 4, 5 5 − σ

Table E: The complete list of extremal elliptic K3 surfaces

[a] = Z/aZ, [a, b] = Z/aZ ⊕ Z/bZ.
p R σ MW

11 2A10 1 0

7 A13 + A6 + A1 1 [2]

7 E8 + 2A6 1 0

5 E7 + A9 + A4 1 [2]

5 A14 + A4 + A2 1 [3]

3 D16 + 2A2 1 [2]

3 D10 + 2A5 1 [2, 2]

p R σ MW

3 D7 + A11 + A2 1 [4]

2 A17 + 3A1 1 [6]

2 4A5 1 [3, 6]

2 2A9 + 2A1 1 [10]

2 E6 + A11 + A3 1 [6]

2 D5 + A15 1 [4]
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